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В работах [1, 2] исследовались структура и устойчивость статических вихрей маг-
нитного потока и соответствующих им критических кривых в длинных джозефсо-
новских контактах (ДК) с экспоненциально изменяющейся шириной. При исполь-
зовании в качестве высокочастотных генераторов такие контакты имеют некоторые
существенные преимущества [3, 4].

В зависимости от геометрии контакта (способа инжекции внешнего тока γ) кра-
евые задачи для статических распределений магнитного потока ϕ(x), в таком ДК
имеют следующий вид:

√
в случае in-line геометрии

−ϕ ′′ + σϕ ′ + sinϕ− σhB = 0 , (1a)

ϕ ′ (0) − hB + lγ = 0, (1b)

ϕ ′ (l) − hB = 0 , (1c)

√
в случае overlap геометрии

−ϕ ′′ + σϕ ′ + sinϕ− σhB + γ = 0 , (2a)

ϕ ′(0) − hB = 0, (2b)

ϕ ′(l) − hB = 0 , (2c)

Все величины записаны в безразмерном виде. Величина l есть длина контакта, посто-
янная σ представляет собой параметр формы, через hB обозначено магнитное поле
на концах контакта.

Решения задач (1) и (2) зависят не только от пространственной координаты x,
но и от вектора параметров p ≡ {l, σ, hB, γ}, т.е. ϕ(x, p). Для изучения устойчиво-
сти некоторого статического решения ϕ(x) при малых пространственно-временных
возмущениях применяется [6] задача Штурма-Лиувилля (ЗШтЛ)

−ψ ′′ + σψ ′ + q (x)ψ = λψ , (3a)

ψ ′(0) = 0, ψ ′(l) = 0 , (3b)

l∫

0

ψ2(x) dx = 1 , (3c)

потенциал которой q(x) ≡ cosϕ(x). Здесь λ — спектральный параметр.
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Если в некоторой области P ∈ R
4 изменения параметров минимальное собствен-

ное значение задачи (3) удовлетворяет неравенству λmin(p) > 0, то решение ϕ(x, p)
устойчиво [5]. Значения λmin(p) < 0 соответствуют неустойчивым решениям. Точки
вектора параметров, лежащие на гиперповерхности

λmin(p) = 0 (4)

в пространстве P , являются точками бифуркации (ветвления) для решения ϕ(x, p).
Значения параметров, для которых имеет место равенство (4), называются бифурка-
ционными или критическими для решения ϕ(x). Сечения поверхности (4) гиперплос-
костями в P , соответствующими фиксированным значениям двух параметров, опре-
деляют бифуркационные кривые для остальных двух параметров. Наиболее важ-
ными, с точки зрения возможности экспериментальной проверки, представляются
критические кривые вида “ток — магнитное поле”

λmin(γ, hB) = 0 , (5)

отвечающие заданным геометрическим параметрам l и σ контакта.
С математической точки зрения для уравнений (1) – (3c) возможно ставить две

разные задачи. Пусть ϕ(x) есть решение краевой задачи (1) или (2), соответствую-
щее фиксированной совокупности параметров p. Допустим, что λmin(p) > 0. Чтобы
получить точку критической кривой нужно варьировать поле hB при заданном токе
γ (или варьировать ток при заданном магнитном поле), до тех пор пока условие (5)
не будет удовлетворено с заданной точностью.

Чтобы вычислять непосредственно бифуркационные точки, нужно решать систе-
му уравнений (1) (или (2)) и (3) для заданного λmin ' 0 как нелинейную задачу на
собственные значения относительно пары {ϕ(x), ψ(x)} и одного из параметров p [6].

На Рис. 1 – 5 представлены основные результаты численных экспериментов, при-
веденных в работах [1, 2].

Рис. 1 иллюстрирует влияние внешнего магнитного поля hB на распределение
магнитного поля ϕ ′(x) для основного флюксона Φ1 в контакте длиной l = 7 при
σ = 0.07 и γ = 0. При некотором значении hB = h1 максимум магнитного поля
локализуется в середине контакта (пунктирная кривая, h1 ≈ 1.515). При этом число
квантов магнитного потока [6] (число флюксонов)

Nf [ϕ] ≡ 1

πl

l∫

0

ϕ(x) dx = 1 .

Для значений hB < h1 имеет место [4] эффект “выталкивания” (Nf < 1) флюксона
к торцу x = l (кривая, отмеченная цифрой 2, hB = 1). Если hB > h1, флюксон
сдвигается внешним полем к торцу x = 0 (кривая 1, hB = 2.1). При этом число
флюксонов Nf > 1.

На Рис. 2 демонстрируются полученные численным путем зависимости λmin(hB)
для мейсснеровского распределения и нескольких первых устойчивых и неустойчи-
вых вихрей в ДК длиной l = 7 при токе γ = 0 и σ = 0.07. Сплошные кривые соответ-
ствуют устойчивым решениям (λmin > 0), а пунктирные — неустойчивым (λmin < 0).
Каждая кривая, соответствующая устойчивому распределению магнитного потока,
имеет два нуля, расстояние между которыми определяет область устойчивости вихря
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Рис. 1: Влияние параметра hB на Φ1 Рис. 2: Зависимость λmin(hB) при σ =
0.07

при изменении магнитного поля hB. Сами нули являются критическими значениями
поля hB при нулевом токе γ.

Критическая кривая (5) контакта (конкретные примеры приведены на Рис. 3 –
6) строится как огибающая критических кривых, соответствующих различным рас-
пределениям магнитного потока в контакте. Другими словами, критическая кривая
состоит из кусков критических кривых для отдельных состояний с наибольшим по
модулю при заданном hB критическим током.
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Рис. 3: Кривая γcr(hB), l = 20. Рис. 4: Экспериментальные результаты [4]

Пусть, например, hB = 1.4 (см. Рис. 3). При токе γ = 0 в контакте существуют
пять различных распределений магнитного поля. При увеличении тока γ в сторону
положительных значений вихри теряют устойчивость в порядке Φ4 → Φ3 → Φ2 →
Φ1 → M . Последним “срывается” мейсснеровское распределение, критический ток
которого γc(M) ≈ 0.156 и есть критический ток контакта при заданном значении
внешнего поля. Следовательно, резистивный режим в контакте при hB = 1.4 имеет
место для γ > 0.156.

Если увеличивать ток γ от нуля в сторону отрицательных значений, то срыв
распределений происходит в обратном порядке M → Φ1 → Φ2 → Φ3 → Φ4 , и крити-
ческим для контакта будет критический ток γc(Φ

4) ≈ −0.039 вихря Φ4.
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Отметим, что построенная нами численно критическая кривая ДК, представ-
ленная на Рис. 3, имеет хорошее совпадение с экспериментальными результатами
(Рис. 4), приведенными в [4] (см. также Рис. 7(a) в указанной работе).
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Рис. 5: Критическая кривая контакта в
случае in-line геометрии

Рис. 6: Критическая кривая контакта в
случае overlap геометрии

С целью сравнения на Рис. 5 и Рис. 6 приведены критические кривые, соответ-
ствующие решениям краевых задач (1) и (2). Отчетливо заметна асимметрия, обу-
словленная различным способам инжекции внешнего тока в ДК.
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