
�� ���������	
�� ��	��� ������	�������� �����

���� ������1,2	 
��� ����������2

1����������� ��	��
������� ���������� ����
2���������� ����������� ������ �������� ������

���������

�� �������� ��� ��	
���� 	 ��	�������� �������� ��� �����������	� 	 ��������� ������


��	�� � ���� ���	���� ���	������� ��� �������� �������� 	 ���� ���������� 
	�� �� ������ ���

�
�	��� ������ ��� �	������� ��� ��������� ����������� ���� ������	�� ��������� �	�������	��

��� ������� � �	�������
�� �������� ���	����� ��� ��	��� 	 	���	��� �� �������� 	��

�����������	� 
����� �	 ����� ���� ������ �������� �������� 	��� ������ 	 ������� 
�����

������ ���������� ���	���
��� ����� ��� ������������ ��������� 
����� �	 ������� ��� ��

���� ����� �	������ ���� �� ������ �	 ����� �� ���� ���������	� ������ ���� �� ���������

������������ ���������� ������������ ����� ���� ������� ���	����	� 	 ��� ��	�������

��� ����	�	�	�� 	 ������� ��� ��	������� ��	������� 	 �	� ��	��� ����� ������ ��

�	�������� ��� ����� ��������� ��	����� 
���� 	� ������� ������� 	 k − jet �����������
�� ����	���� �	� �����������	� 	 ���� ������� �	�� ����� 	 ������� ��� ����	������ �

�	����� 	��� ����� k − jet ������������ �� �	������	� ���� ���� �	�� �	�� ������� 	�

����� �����������	� 	 ������ ��� ����� ��������� ��� ����	������ �� ��	�����  ������� ���

����� 	 ���������	�� ��� �������� ��� ��� �������	� 	 ������ ���������	�� �� �	������

��������� � ��������� 	
��� ����� ��
������� ������� � ������������ �
���	
������ 	��	� �
���
����� 	������ �
��
���� 	 ���
��������� � ������	��������� ��
���������� ������ ������� ��� 	 ������� ��� � �� 
��� ��! �� ��� ������������ �
�

�"���� ������ 
�� ���� �	������ ��������� 
���������	 	 
� ��� 
�������� 	
������
�� ���� �����
���	���� �� ��� �
�	������ #����
������ ��� 	���������� 
�����! ���
"���� ����� ���� ���
����� �� ���
�� ��
������ ����
� ���� � 
�������	���� ��
���	!
$�����
� �� ��� ��� 	 ��� ��	����� ����
����� 
�"���� ����������� ����� 	�� ��� �	���
���� �������� �������� 
���� ����� ����� � ��� ��� �
������! % ������� ����
�����
	���
������ �������� ������
�� �
���
����	����� �
�	��� ������� ����
�� �� ����������
�
� �
�����	��� �&��� �������� �
���
���	�����! '���� ��
����� ����	��� ���� ������
������ 	 	������� �� ������� ������� �
������	� ��	�
������� � ��
�������� �
����
�
���
���	����� � ����
����� �� �� ����	� ���
��� �� �
�	����� #��� �������!

�� ���	
����� ����	
�� �
����� �������
�� 	 ������	� �
���
� ������
��
�
�	�� �� ���������! (� ������������� ���� �������� �
����� �
�	����� 	�� �
���
�
������	� 	�������� �� 	�����	����� ������� f(t) � g(t)! )��	���� ��� �� 	��
���
���� ���� �
�	�� ����� ����������	�
������� �
������ ��������� ������ �� ����	�
	���
����� �	����	� ����
��� ��� �������!
�	��� �������� �������!
)�
������� *!*! (���� f � g �	������ k 
�� ���
�
�	�� ����
����
������ 	����

��	������ ��������� �� ��
���� [a, b]! $���	�� k− jet ������ j−���� ��
��� (1 ≤ j ≤ k)
������� f ����� t

(j)
1 , t

(j)
2 , ..., t

(j)
nj � 	 ����
�� j−��� �
���	���� ������� f ��
������� 	

����+ f (j)(t(j)r ) = 0, r = 1, ..., nj !
)�
������� *!,! (���� 	�����	����� �������f(t)� ������� �� ��
���� [a, b] k-
��

���
�
�	�� ����
����
����! )�������� ��
�� Gf ��� ���	�� ��
���	����� �������� 	
����
�� f

′
(t) = 0� f

′ ′
(t) = 0�! ! ! � f (k)(t) = 0� � ���� ��� ����	��� ��� ���	�� k− jet �����

������� f(t)!
)�
������� *!.! /��� � k 
�� ���
�
�	�� ����
����
����� �� ��
���� [a, b] 	����

��	����� ������� f � g ��	����� 	�� k − jet ���� 	��� ��
���	 � k−���� ��
���
	����������� �� �
��� ����� �������� ������� f � g ��	����� 	� 	��� k − jet ������ ���
�� �� ���� ��	�
���� ��� ������� f � g �	������ ����� k− jet ���������� �� ��
����
[a, b]!
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)�
������� *!0! (���� f � g �	������ k 
�� ���
�
�	�� ����
����
������ 	����
��	������ ��������� �� ��
���� [a, b]! 2��� ��	�
���� ��� ��� k− jet �������� �� 	���
��
����� ���� ��� k − jet �������� �� ����� ���
���� ����
	��� ��
���� [a, b]!
�������
�� 3-��
��� ��
�������� �
�	�� L� ��
����
���	����� ����
������ ��
��

���
�� 4 - ����� ��� �
�	�� L! 5� �� �� ��� �����	����� ��
��������� 3-��
���
	����
��������� �r (s)� ���
����� ����
�� r1 (s) , . . . , rn (s) �	������ ��������� � ��
��
�������� 	�
������� � �� ��
	�� �
���	���� r′1 (s) , . . . , r′n (s) �	������ ���
�
�	����
���������!
(���� ������� ��� ���	� ��
��������� 3-��
��� 	����
-������� �r (s) �� ��
����

s ∈ [0, 1]! �	��� �� #��� ��� ���	� ��
����
� 	����
���� 6���������7 �
���
����	��
�����
�	����� ����������� ��
����
�� 	 ������� ��������! � ������	"���� ��������
�
���
����	� ��
����� ���
��� 
�	����
��� ���������

ρ
(

�f,�g
)

=
∥∥∥�f − �g

∥∥∥
C

= max
s∈[0,1]

∣∣∣�f(s) − �g(s)
∣∣∣ . 6*7

���������� ρ (f, fn
m) = ‖f − fn

m‖C �� � �
�	�� � 	�������� ������� ��	���� �� �������
�
�	�� Lf � �� ������� k − jet �������� �
�	��� ������� �������� ��� ���	� Gk

f !
8�	�
 ���� *!*! 9�� �� ��� ������ ������ k− jet ����������� ������� �� ��
����

[a, b] ������	��� �����	����� �
����	������ #��� ����� ���������������� ������� L�
��	������� �� 	���� ��������� ������ 	 k−jet ����� � �������� �� �
�������� [ti, ti+1]�
�
����� ���� ��� ���	� ����� k − jet!

�� ����	�������� �
���� �������
�� ������� ���� �� ����� �
�	���� �����

��
�� �
�	�� Lf � #�������� �
�	�� Lg� � ������� �������� 	 	�� 	����
 ������� �̃f(s)
� ����� Sf � �̃g (s) � ����� Sg! 9�� �� �� �� ������� f � g ��
����� ��� ���	� Gf �
Gg �� k − jet ������ ����
�� ��
��
��� ����� 6�� ����������� ��	������� � 	���� ��

����� ��������7 �� ��
���� [0, 1]!
)�
������� ,!* 6������� ������������7! (���� �� #�������� �
�	�� f = f(s) ����

 ���	� Gf = {a = x0 < x1 <, ..., < xl = b} ��
���	��� :;*��������� � �� ���������
��
���� �
�	�� g = g(s) − Gg = {c = y0 < y1 <, ..., < ym = d} ���
 �� <;*������! (����
l > m� �� ����� �
����� ��� ��� ���������
����� �
�	�� �
����	���� ����� �
������
#��������� 	 �
���	��� ������ ��� ���������� �������! /��� �
����	���� ��� 
������
��
	����� �
�	�� ����� ���	���
���������� �� ��������� ���
������ Gs ��� ���	��
����� ����  � 
����
�� ��� � Go �������� ��
����

G∗
s = x0, x1, ..., xl, xl+1 = xl + x1 − x0, ..., xl+m = xl + xm − x0.

9
����� ���	��� ���� 
������
�	��� ������� ���� |Gf |=m < |Gg|=k� �!�! ��� ���	� k−jet
����� �
�	�� Lf ����"� ��� ���	� k − jet ����� �
�	�� Lg! (
� #��� ��� ���	� Gg

��������� ���
������ � ��� ���	� Ggf �� �
�	���

|Ggf | = |Gg| + |Gf | − 1 6,7

)�
������� ,!,! 9�� ������
��� ��� ���	� ����� k−jet G = {a = x0 < x1 <, ..., < xl = b}�
��
������� ��� ����	=� ��� ���	� Gz = {b = y0 = xn, > y1 = xn−1 >, ..., > yn = x0 = a}!
�	��� �������
��� ������� 
������� � ������ 	���� ��� ��	�
��� 6��
� ����7 	

������� �������� ������� f � g� �������� ��
����

ηk
i,j = |fk (ti+j)| − |gk (τi)| , i = 0, l − m, j = 0,m

>� ����������� ����
� �� �� ���� ���
��
�	��� �������� ������� 
������� ��
	���

���� - η
(1)
i,j = max

l=1,n

∣∣∣ηl
i,j

∣∣∣� ���� �������� ������� 
������� 	��
��� ���� - η
(2)
i,j = 1

n

n∑
l=1

∣∣∣ηl
i,j

∣∣∣!
*0?



)�
����� ������� ���������� �"���� ������������ ��
	��� � 	��
��� ����

δq
i =

1
(m + 1)

m∑
j=0

∣∣∣η(q)
i,j

∣∣∣, q = 1, 2 i = 0, (k − m),

� ������� ������������� �"���� ������������ ��
	��� � 	��
��� ����

σ
(q)
i =

1
(m + 1)

m∑
j=0

∣∣∣δ(q)
i − η

(q)
i,j

∣∣∣, q = 1, 2 i = 0, (k − m).

)�
������� ,!.! @������ 
�������	���� �� ������������ ����������� �
�	�� �� ���
��	� �������� ��

������ ��
	��� ���� 6A5*7 ����"�� ���

λLK1 =

{
1, (ρLK1 < εLK1) ∨ (ρz

LK1 < εLK1) ,
0, (ρLK1 ≥ εLK1) ∧ (ρz

LK1 ≥ εLK1) ,
6.7

�� ρLK1 = min
i

δi - ���
��� A5*� ρ
z
LK1 - ���
��� A5*� 	���������� �� ��
������� ��� ��

��	� k − jet ����� ��B����� � εLK1 � ����������������� ����� A5*! ��	����	� λLK1 = 1
���� �������� ����"��� ������������ �
�	��� � i � �	�� ���� ���� ��B���� �������
������ ������ #�������� �����!
)�
������� ,!0! @������ 
�������	���� �� ������������ ����������� �
�	�� ��

����	� �������� ��

������ 	��
��� ���� 6A5,7 ����"�� ���

λLK2 =

{
1, (ρLK2 < εLK2) ∨ (ρz

LK2 < εLK2) ,
0, (ρLK2 ≥ εLK2) ∧ (ρz

LK2 ≥ εLK2) ,
607

�� ρLK2 = min
i

σi - ���
��� A5,� ρz
LK2 - ���
��� A5, 	��
��� ����� 	���������� ��

��
������� ��� ���	� k− jet ����� ��B����� � εLK2 � ����������������� ����� A5,! ���
	����	� λLK2 = 1 ���� �������� ����"��� ������������ ��B����� � i � �	�� ���� ����
��B���� ������������ ������ #�������� �����!
C�������� ,!*! /��� 	�
�������� ������������ ��
������ ��	D
����� �
�	�� ������

������� �� ����� ��
���� � ��
������� �������� ρz 	 6.7 � 607 �����������!
���������� �����	 A5* � A5, ���������� ������ ������
������� ��

������� ��

������ ���� ����� 	 E*F � E,F!
�� ����	�������� �� ��	���! (
��� ����� 	 ����� 
����� ����� ������

������� �
���
����	����� �
�	�� 
��������� �� ������ ��
������ �����	�	 ����� 	 
��
������ ���"���� 	
�����! � ������� ���� ��������	� ��
�����	����� �
�	�� �����	����
�������� ����"��� �
����
� ������������ �� �� 
������ �� ��������� ������	������
��� #����	 6��! ���� ������	��������� 	�	�"�	���� 	 E.F7! (
� #��� �� ��������� #����
���� 	���������� ����� �
���� �������������� � �� ���������� #����� ������������
����� �������� � �
���������� �����!
� ��
	�� 
����� ���� ������� ����"���� ������ k − jet #�	�	����������! 9�� �
��

	�
�������� ������������� �
�	�� �� �� ��������	��� ��� ����� �
���� ����"���� #��
	�	����������� ����
�� ���� ����	��� �	�
������� k − jet #�	�	�����������! 9�� ���
��
������� �
�	��� �������� ����
�����!
� ������� �� ������ ������ k−jet #�	�	���������� 	 ������	� �������� ������� 	����


�� 
��������� �� � 	��� �������� ������ ��� ���	� G� � 	 ������	� �
�������	 ���

�� ���� #��� ����	! '� ����� ������� F ��� ���	�� F ∗ =
{
f(ti) = ti−1 − ti, i = 1, k + 1

}
�

�� �������� �
������� �
����� �� ��� ���	� G!
9�� ���� ���� ��	�
��������� ������������ �������� 
����
�	 �
�	�� 		��� ��
�

��
����� ��� ������ ����
�� ���� �
�	���� �����
��� ���� 
������
�	����� �
��
	�� � ������!
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������������� ����������� )�
������� ,!* � ��������� I���� �
����J #��������
�
�	�� ��� Ss

j � � ���������
����� � So+

Ss
j =

m∑
i=1

∆tsi+j, j = 0, (k − m), So =
m∑

i=1

∆toi .

�	��� ������� �������������� ��-��
���� 
���������

ηi,j =
∆tsi+j

Ss
j

− ∆toj
So

, i = 0, k − m, j = 0,m,

��∆tsi+j = tsi+j+1−tsi+j� �∆toi = toi+1−toi 6�
� �������	�� ���	���
��������� i = 0, k − m)!
C���"�� ������� ���������� �"���� ������������ �� �����

δi =
1

m + 1

m∑
j=0

|ηi,j|, i = 0, (k − m),

� � ������������� �"���� ������������ �� �����+

σi =
1

m + 1

m∑
j=0

|δi − ηi,j|, i = 0, (k − m).

)�
������� .!*! @������ 
�������	���� �� ������������ ����������� �
�	�� �� ���
��	� �������� �������� ��

������ ��
	��� ���� 6K5*7 ����"�� ���

λNK1 =

{
1, (ρNK1 < εNK1) ∨ (ρz

NK1 < εNK1) ,
0, (ρNK1 ≥ εNK1) ∧ (ρz

NK1 ≥ εNK1) ,
6G7

�� ρNK1 = min
i

δi- ���
��� K5*� ρ
z
NK1- ���
��� K5*� 	���������� �� ��
������� ��� ��

��	� k − jet ����� ��B����� � εNK1 � ����������������� ����� K5*! ��	����	� λNK1 = 1
���� �������� ����"��� ������������ ��B����� � i � �	�� ���� ���� ��B���� �������
������ ������ #�������� �����!
)�
������� .!,! @������ 
�������	���� �� ������������ ����������� �
�	�� ��

����	� �������� �������� ��

������ 	��
��� ���� 6K5,7 ����"�� ���

λNK2 =

{
1, (ρNK2 < εNK2) ∨ (ρz

NK2 < εNK2) ,
0, (ρNK2 ≥ εNK2) ∧ (ρz

NK2 ≥ εNK2)
6L7

�� ρNK2 = min
j

σ(j)- ���
��� �������� �������� ��

������ 	��
��� ����� ρz
NK2 - ���
���
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