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�� �� ���������� ������	�� �� �	��� ����
����	 �� r < 1
	�� �	 
���� �� ��� ���� �������� 
��	� ��	�� �� ��� ������� ����	 ����������
�����
 ������ ��� ��!��	�� �� �� � ����� �� "#� �����
 �� ��� ��	
��� �� �	���
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����� ���
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 ��

�
����� ��� �� ��� 
����	�

 �� ��� ��
 ��	
���� ρg� ����� �
 ���� 
����� ���	
��� ��

�� ��	
���� ρt ≈ " �-��3� ��� �����	�

 �� � ���� �� ��� ��

�� �� ����� "
	� ���
��	�
 �� � ���� �����	�

 ∼ "�� ���� ��� 
��� ����	� �� ��� �����
�	 ��� ��
� �	� ���
� ��
��	��
 ��	�� ��� �� �� ��
� �� �������	��� ����
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� ������� 
��� ���� ���
� ���� 
����� �� ������ ���� � ������	� ��� ����
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 ����� ��� �	��� �������� �	 ��� ��	��� ��� �� ��� ���� �
 ���� �� 
���� 
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 �	�� ��� ���
��� ����	� ���
 ���	
 ����� �	 ��� ����� ��	���	��
�������	�
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��� �	����� ��������
��� ������	�� �� ��� �	��� ����
����	 �� ���
���	�
 r ��

 ���	 ��� ����� ��
��	�� �� � �������� rD� ��
 ���
��� �	
���� ��
��� ����� �	��������
�� �	 ���� ���
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 �	 ��&��� ���� �� ��
�	���� �� �
 
���	 ���� ��� ��������	 ���	�
��� ���� �� �	��� ����
����	� t0 ∼ 10−14 
� �

�	������ ���� �
 ��� �	��������
�
��
������	�

� ��
����

������ �����	� 
������������� � �����	�� ��������	����� ����������� � 	���
��	���� ����������� ����� ����	 ������� �������� �� ���	������ 	����	�������
������ � ���������� ������������� ������ � ����
���	������� � 	���� ��� ����
����� ���	������������� 	������� 	��������� ! ���	���	�� ��	���	���	�������

���������	� ���������	� �	� ������� ��	��	��� 	����� � ������	������	�����
���������������� ��	���� �����	�� ���"������ �� ���������� ���	�������� 	��
��� ��������� ��������	�� 
�������������� � �����	� r < # �� $����	�� ��
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������� ����	������� ��������	� ����� ������ ��������� 	����	������� ���
��� �����������	 ���� �����	����� ��������� �������� ���	���	� 
��������
������ ���� ��� �������� ���	����	������ ������ ����� ������	�� �� �����
������������ � 
	�� �����	� �� ������� '�� ����� (#)* 

$� ������ ����� ����	��� �	� ����� 	����	������� �������������	� �����
��	����	� ��������	������ ���������� � 
���������	� +���	��	������ � �����
�������� ���������� 
���������	������ ����������� ���� ����������� � �����
�� ������ �	������ ���	��� �������� � ���	��� ����� 	���� '�� ������ � ����	�
(,)* +��	�	���� 	����� � 
���������	������ 	���� ������ ����� ��������� ��
�� �� ����� ����	������ ������ ����	�� �������� 	���� �	� ���	���	� ����� ρg�
�����	����� ������ ���	���	� 	����� ρt -�
	��� 	������ 	���������� ���� ρtr
� 	���� ��� r < # �� �	������ �����	����� ������� ����	����� � ����� r > 1 ���
��	���� ��������� ������ ��	������ 
���������	������� ����������� -�����
����� ���� �"����� ������ ���������	� �	� � ���������� 	���� ������� �����
�����	 �	����	��� � ������� ��	�������	�� +��� � 	��� �	� 	����	�� ���	�������
� "��	������� ���	� 	����� �������� �	����	����� �������	����	��� �� 
���	����
��� �	������ ������ � �������� �����	�� 	�� �	� � 
���������	�� 	����� 	���
�������	�� �� 
������������� � 	���� ������������ �	��	���� rD� � ����	����
��	��������� �����	����	���� ����������� ���� �� ���� 	����� r < rD .����
�������� ��	����� ����	����	������ ������������ ��� � "��	������� ���	� 	����
��� 	����� ����� ��	� ������ �� ��������� 
���������	������ ����� ��	��
������� ����	��� ����� 	������� �������"�� '� ���	�� ������	��� ������� ���
�	������ 
���������	��* 

! ��������������� ����� �������"������ ���"���� � "��	�� 	���� ���	����	
��	� � �������� �� �� 	����	������� ������� /��	������� �� �������� ����
�	�����	 ����� �	������ ������ ��	���� � ��������� ����� ����	� +���� ���	
����	������ ������	�	� ��	���	�������� ������������ ���"����� 	������� ���
�����"�� � "��	������� �����	� 	���� �� ������ �������	���������� � �����
��� 0���������	� � ������������� �������� ���	 ������� ������	��� � ���
��� ���������� �������"��� 

� ���	��� ���
�	�	����� �	
���

1��	����� 
���	������ �����	��� ���� �������	� ���������� 	������������
�	�

ρCe(Te)
∂Te

∂t
=

1

r

∂

∂r

[
rKe(Te)

∂Te

∂r

]
+ q(r, t). '#*

2��� Te� Ce� Ke 3 	������	���� 	���������	� � 	������������	� 
���	������� �����
ρ = 1 �4��3 3 ���	���	� ��� ! �	����� �	 ����� �������� ����	 (&) 5 (6)� �����
�����	��� 
���	����� � �	����� �����	���� ���	���	� �� ���� 0	� �����������
	�� ���	��	����	���� �	� �� ����� 
������������� � "��	������� �����	� 	����
t0 ∼ 10−15 � '����� ������ ������"��* ����������� �����	������ 
������������ �
�	����� ��	��� �� ��������	� ��������� ��	������	� ���"����� 
���	�����	�����
�������"�� ������ ��� ������ 10−13 � 

7��� q(r, t) � ��������� '#* ���� �������	� � ������ ����	����	���������������
����� 
�������������� ��������� � ����	� (8) � ������	������ ���	�� ������
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��	������	� ������ ������"�� +�� "��	������� �����	� 	���� 	���� ��������
����	�� � ��������� ��	������ �� �����	��� (1 − exp(−t/t0) 

�������	�����������	� 
���	������� ����� De = Ke/ρCe� ���� �������� (:) ����
	�	� ������� � # ��2/� � �����	� ������� ������"�� � ������ ���� �� �� ���������
������� �����	�� � ���	�� 	���� �	� ��� 3 �
���	��� ����� �������� ������	��
��������� ��������� ����� ����� ���	 ������	�� ���������� ���� �����	�� 	���
�������	� 
���	����� Ce(Te) 

� ����	���	��� ������	�	  ������ 	����!"#����

 ���������	� 	������ �����

-��������� ��������� ��������"�� 
���	��������� ����� 
���	����� � ������
������ ����� 
���	����� � 
������� E ���� �������	� ������������� /���� ��
�����������	������ ���	�";

〈N〉 =
1

e(E−µ(T ))/KBT + 1
, ',*

�� T 3 	������	��� 
���	������ KB 3 ���	������ <���"����� µ(T ) 3 �������
���� ��	��"��� 
���	������ ���������� � 
���	�������� ���� ����� <��� 	����
���	�	�� �	� 
������ ����� 
���	����� � �������� ��� �������	 � ��	��"������
������"�� �	������ �	����� ������� � �� ���	��� �� ����������� ����� ��������
��������������� 
���	����� �� ��	����� ����	�� ��	��"��� ������"�� �������� ���
� '#, 8 
!* -�� 	���� ����� ���	����	�� ���������	� 
������ ����� 
���	�����
�	 �	����� ������"�� �	���� ��	���� ������	��	 � ����������� �	����� ������"��*� �
	���� 	�	 =��	� �	� ��� ������� 	������	��� 
���	����� �������� �����	�� �	���

���	���� � ���������� 
������� ����� 

.� 	���� �	� ��� T = 0 ��� 
���	���� �����	�� � ��������� ���	����� �����	�
�	� �������� ����������� ��	��"���� µ ��� ������� 	������	��� ����� ����������

������ ����� 
���	���� � �	���� !����� � ��������� �� ����������� ��	��"��
��� 
	� �������� �	������ ����������

µ(T ) = µ(0) + ∆µ(T ),

��������� ��	���� ����	� ��

〈Ni,b〉 =
1

e−(εi+∆µ)/KBT + 1
,

〈Nk,f〉 =
1

e(εk−∆µ)/KBT + 1
,

���	��	�	����� �� ��������� � �������� ���	����� 2���

εi = µ(0) − Ei

3 
������ ������ �	�������� i−�� 
���	������� �������

εk =
p2

k

2m
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3 
������ ��������� 
���	���� >������� �	� ���������� =������ ��������	
	���	���	� ���������� ��	��"��� ��� ������ ��� ��	��"������� ���� ��� �����
�� ��	���� 
���	��� ��	�������	 
������� ������ 
������ ����� 2�������� �	 	���
����	��� �������� � ���	������ ���	� ����������� ��	��"���� ∆µ(T ) ����	 ��	�
������ �� ������� ���������� ������� ����� 
���	�����∑

i

(1 − 〈Ni,b〉) =
∑

k

〈Nk,f〉, '&*

�� ������������ ��������	�� � ���	�� ���	���	� �������� �	��� ������ ���	�
� �������� ?2@ 2������ ������� ������� ����� �� ���	������ �������� 
����
	����� ��	������� '���� v 3 ��A��� ����������� �� ��� �������� �����	��*

√
2vm3/2

π2�3

∫ ∞

0

√
εdε

e(ε−∆µ)/KBT + 1
=

√
2v(mKBT )3/2

π2�3

∫ ∞

0

√
zdz

ez−∆µ/KBT + 1
,

������� ��������� �� ���������� �������� �������� ∆µ(T )

∑
i

ni

(
1 − 1

e−(εi+∆µ)/KBT + 1

)
= const T 3/2

∫ ∞

0

√
zdz

ez−∆µ/KBT + 1
, '9*

�� ni 5 ���	���	� �������� �	���� � =������ �����	�� 
����������	� 
���	������ �	�������� � ���� �������� �����	��� ����	 ��	�

������ ������ �==����"��������� ������ 
������ �������� 
���	�����;

CV =

(
∂U

∂T

)
V

=
3

2
KB

∑
i

ni〈Ni,f〉 +
∑

i

niεi
d〈Ni,f〉

dT
,

�� ������������ ��������	�� �� ���� ��������� ���	������ 
$� ��� # ����	������ ������	�	� ��������� �����	�� 	���������	� 
���	���

���� ����������� � ������ ������	�������� ������ � 	���� �� ������������ ���
��������"��� �������������� � ��������� 2��������	� B����	������	��� 
����
	�����C� �������� ��� �������	� �������� ��� � ����� ��� � 	������	��� 
����
	����� �� �	���� ������	������ 
���	�����	����� �������"��� �������� �� ��� , 
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$ %��!������ ������	 � �	
�

$� ��� & �������� ��������� 
����"�� ������������ 	������	��� 
���	�����
����	� � t = 10−14 �� ���� 
������������� � "��	������� �����	� ��� ������	��
����������� $� ��� 9 �������� ������	�	� �����	�� ��� � "��	������� ���	�
	���� � �����	� ������� ��������� ���"����� 
������������� +�� ��������� 	���
�� �������� ���	���	� 
������������� ��� ���	� ���"����� 	������� �������"�� �

���	������ �����	��� !���� �	� �������"������ ���"���� �����	����� �����	
�� ������� ���"���� 
������������� (%) 
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