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� ��������� 	��
 ���������
� ������ �
�� ���������
 �� �������� ������
�
�������� � ��������������
�� ���������� ������������ �������������� ����� ���
������� ������ ��� ���������� ����������� ����
���� ���������� ��� ��� ��
�
�������� �� ����� ��������� �����!�� "#� $� %� &� '() *���� ��������� �� ��� ������
��� ��������� �����	� ����
��� ������� ��������� � ����� ���+��� ����������
�
�� �������������� � ,��������������� ��������� � ���!� ���
���� �����������
����� ������� �� ���������
� ���������� ��� ���������� ����������� ��������
�������� ��������� �����!��) -���� ����� ��������
 �� �������� 	���	��������
����
� �����
� �������� � �
�������� ����� ���
� �� ���� ��� �� ���+�������
���	 � ���	�� "#� $� %() .�,���� ����� ��������� ��,��������� ��	����� �� ����
�������	� ������+������ ��������� ���������
� ��������� �������������� ������
��!���) � ��������� � ���� ����� ��� ��������� �������	� ������+������ ����
������ ������ 	�����
 ������� ������������ �
���
� ��!��
� ���
 � �
������
�����������
�� �������� ,���	�� � ���������
�� �����	���� �������� ����
+��
����� ������� ���������	� ����
��� "#� $� &� '() � ������ ������ ���������	�
���� "/� 0� 1� 2� #3� ##� #$� #%� #&� #'� #/� #0( ��� ����� ����������� �� ��� �
�����

�����������
� ������ ,���	�� Sinel = −
(

∂E
∂z

)
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����� ���+������	� ��� ����� � ���

��������	� ����	���� ������� ����� ���������� ����� ���������� ������ ���������
��� ����������
 �� ��� ���������� ��������� �������	� ������+������ ���������
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���	���� "#� $� &� '() 4������ � ������� ����� ��������� ���������� �������������
����������
� ��������� � ����������� �����
� ����� �� ������ ���������������
������� ��� ��������� ������
� ��������������� �������������� ��!��
� �����
!���
� ����� � ��������������
�� �������� �� ���!� ��!�
 ��� ��������
�
������ � ������ ��� ������������� ����
� ,������� � �������� ���
� �������	��
� �����+����������� �!� ���������)

� ������ "$/( ��������� ������ ���������	� ���� � ���������� ����� "#1� #2�
$3� $#� $$( ��� �
������� ����������
 ��+���� (Ti) � ,��������� (Te) � ���������
��� ��������� �� ������� ��������
 56�$��� 78 ��� �������� ������ 20996 �
,���	��� 0#3 :,� � ����� ����������� �������������� ���������� �� ����������
�
 ��� ����������� �������� �������� �� 	������ ������� ����������)

 � �!�"# ��������$��!%! �!�����& �$'�"!(�!%!
�������"�

� ������� "/� 0� 1� 2� #3� ##� #$� #%� #&� #'� #/� #0( �
�� ������� ������� ����
�������
� ��������� � ����
� ���������
� ��� ���������� ,��������� Te (r, t) �
��+���� Ti (r, t)) ;����� ������� ��������� � ��������� ����� ��������� +����
�� ����������� ��� �
������� � ������ ����������
 ��+���� � <�����< ��!���	�
���� "/� 0� 1� $3� $#� $$� $%� $&� $'() = ����� ����������� � ���������� ���������

������	�� ������ ,���	�� ��!���	� ���� �
����� ,���	�� Sinel = −
(

∂E
∂z

)
inel

�������

��������� ��� ����������� ��+������ � ,���������� ���������� ������� �������
���	� ���� � ������������� ������� ��������� � ����� ����� ��!�� �
�� ��������
� ���� "#1� #2� $3� $#(>

Ce,v(Te,v)
∂Te,v

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rχe,v(Te,v)

∂Te,v

∂r

)
+

∂

∂z

(
χe,v(Te,v)

∂Te,v

∂z

)

− gv(Te,v)(Te,v − Ti,v) + Av(r, z, t), �# 

C(Ti,v)
∂Ti,v

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rχi,v(Ti,v)

∂Ti,v

∂r

)
+

∂

∂z

(
χi,v(Ti,v)

∂Ti,v

∂z

)

+ gv(Te,v)(Te,v − Ti,v).

?�� z ���������� ��������������� ��������� ����������� ��+���� �)�) �� ���
��������� ���!���� ��!���	� ����) .���������� �� �	�� ����������� ����� ���
����������� ��������� ������
� �����������
� ������ ��!���	� ����) 4�����
v = 1 � ���������� ��������� � ������� ����� �)�) ��� ��������� ���������
 z �
��������� 0 ≤ z ≤ H � � ������ v = 2 ��������� �� ������� ����) @���� Te,v(r, z, t)
� Ti,v(r, z, t) (v = 1, 2) A ����������
 � ,��������
� � ��+����
� ����������� �
����� ������ Ce,v(Te,v)� Ci,v(Ti,v) � χe,v(Te,v)� χi,v(Ti,v) A �������������� ����������
��� � ���������������� ,��������� � ��+����� ��������� �� ����������
) gv(Te,v) A
��,��������
� ��������������� �������������� ,��������
� � ��+����
� ����
������ �� ����� ����� ��������� �� ����������
 ,��������� ) B������ Av(r, z, t)
A ��C����� ��������� ������
� ����� ��������� � ����� ����������� ��!�� �
��
������������ � ���� �������� ���� �����������	� �
��!���� "#1� #2� $3� $#(>

Av(r, z, t) = b exp

(
−(t − t0)

2

2δ2
t

)
exp

(
− r

r0

)
Sinel(z),

$1&



D��) #> $%&'(')*(+, -./0,123 '*1'4%5'*1123 6*+/7, 81/79'' Sinel(z)

	�� Sinel(z) A ����������� ������
� �����������
� ������ ,���	�� ����� �� 	�����
�
 � ��+���) @���� r0 = 1 �� A �������� ,��������������	� ������ ��� ���������
�������� +����� �
���������!������ �������E t0 = 10−15 � A ����� �����!����
,���������� ����������	� ������������� "#&()

B������ Sinel(z) ��������� �� �������� ���� ������������ ������������ ����
	����� FGHI�$33% � ��������� �� ���� � ��� ����� 20996 J ,���	��� 0#3 :,� ���
�������� ����������� ��������
 56�$��� 78)

=������ �# ��+��� �� ���������� ������
�� � 	�����
�� ���������>

Te,v(r, z, t = 0) = T0, Ti,v(r, z, t = 0) = T0 �$ 

∂Te,v(r, z, t)

∂r

∣∣∣∣∣
r=0

= 0,
∂Ti,v(r, z, t)

∂r

∣∣∣∣∣
r=0

= 0,

Te,v(r = Rmax, z, t) = T0, Ti,v(r = Rmax, z, t) = T0, �% 

∂Te,1(r, z, t)

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

= 0,
∂Ti,1(r, z, t)

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

= 0,

Te,2(r, z = Zmax, t) = T0, Ti,2(r, z = Zmax, t) = T0,

	�� v = 1, 2� 0 < r < Rmax� 0 < z < zmax� 0 < t < tmax� T0 = 300 K� � ���������
�����!���� �� 	������ ������� ���� ����������

χe,1(Te,1)
∂Te,1(r, z = H − 0, t)

∂z
= χe,2(Te,2)

∂Te,2(r, z = H + 0, t)

∂z
,

− χe,1(Te,1)
∂Te,1(r, z = H − 0, t)

∂z
= θ [Te,1(r, z = H − 0, t) − Te,2(r, z = H + 0, t)] , �& 

χi,1(Ti,1)
∂Ti,1(r, z = H − 0, t)

∂z
= χi,2(Ti,2)

∂Ti,2(r, z = H + 0, t)

∂z
,

− χi,1(Ti,1)
∂Ti,1(r, z = H − 0, t)

∂z
= θ [Ti,1(r, z = H − 0, t) − Ti,2(r, z = H + 0, t)] ,

	�� 0 < r < Rmax� 0 < t < tmax� θ A ��,�������� ������������ ����������)
;���� ��������	���� �� Rp < Zmax ≤ lp� H < Rp� 	�� Rp A ����� ����������	�

�����	� ����E lp A ������� �����	� ����E Rmax A ����������
� ������ �������� ��
���������� ����� � Zmax � 	������� ����
+����� ����� ����������	� �����	� �����

$1'



��� �����
� ��+���� ��!�� ������ �������������� � �� ����������� ��� r > Rmax

� z > Zmax ������ T0) *�� ���
� ������
� � 	�����
� ������� �������� �� �
������
� ������ ������� ,���������� � ������ ���������
 ����� ������������
������ ���������� � 	������ z = 0 ����������������) L���� ��	�� ����������

,���������	� 	��� � ��+���� �� ����+�� ���������� �� ���������� ���� ���!� ����
�
 ��������� �����������)

� �������� �& θ A ��,�������� ������������ ����������� �����
�� � ������
�� χ� �� �������� ��������� ��������������� ����) M��� ������������ ����������
������� �����	��� �� ��,�������� ������������ ���������� ��!�� ����������
���� ��� <������� ��������<� ��������� �� ����+�	� ���� ������
� ��������>
����
 � �������� ����� ����������
� ��������� ��������� ������� ����
 � ��)
;������� ������
� ������� θ ���������� 10−3 − 102 ��7���2·L "$'()

N�������
� ��������
 ������� �)�) ������� Ce,v(Te,v)� Ci,v(Ti,v)� χe,v(Te,v)�
χi,v(Ti,v)� gv(Te,v)� ���!� ����� �������	� ��+���� � �������� ���������� ��������
����
 ��������
 � "$/()

)� !*�$+���� �!"$,���-' ���$"#���!�

D�+�� ������� ��������� �# � ���������������� ������
�� � 	�����
��
��������� � ��������� �����!����� �
�� ������
 � ���������������
 �������
�
� � ����������
� ����������� ���������� ,���������	� 	��� Te(r, z, t) � ��+����
Ti(r, z, t) ����������� ��������
 56�$��� 78 ��� �������� �� ������ ������� J
,���	��� 0#3 :,�)

N� ���� �� � �����������
 ����������� �� ������� ���������� ,���������	� 	���
������ � �������������� ��+���� ������� �� ����������� ������� ������ �� ����
���
� ����������� r �� ���������� ���� � ������ ��������� �)�) ��� �����������
�������������� ���������� �� ����������
 ����� � � � ���������� A � ���������
���� �������������� ���������� �� ����������
 ����� � ������� ���������	�
����) 4� ��������� ,��� 	������� ������ �� � ���������� ������ ����������

,���������	� 	��� � �������������� ��+���� ���������� ����+�� �� � ��������
������) ?������� ������� ����������� �� � ���������� ������ ������
� �������
�
 � �������������� ��+���� ���������� ���������� ���������� �� � ��������
�����)

O����	��
� �
���
 ��!�� ������� � ��� �����	� ���� ��������� �� ���� �

� ���� �� 	�� �����������
 ����������� �� ������� ���������� ,���������	� 	���
������ � �������������� ��+���� ������� � ���� z = H + hz �� ������
� ����
�������� r �� ���������� ���� � ������ �������� ����� � � ���������� ����� � 
������� ���������	� ����)

N� ���� � �����������
 �������
� ����������� ������
 ���������� � ����� ��
	������ ������� ���� ���������� ��)�) ��� z = H = 2 · 104PQ ��� ,���������� ������
����
 ������ � �������������� ��+���� ������� � � ����� ����������	� �������
��� ��� ������
� ������� ,���������	� ��,��������� ������������ ����������
θ = 104, 105, 106, 107 � ������ �������� ������ ���������	� ����) ?������� �� ���
�������� θ� ����
� �� ��������� ��������� � "$'(� ��+���� ������
 ���������� ��
��������� � ��������� � ������������ ��� θ = 104) ;�� ������������ ������� ,���
	� ��,��������� �
 ����� �	� ������� �� ������
 ��������	� ���������) ������

$1/



D��) $> $%&'(')*(+, *+ &7/)/1' +/)6/7%+-72 80/:+7*11*9* 9%4% !(0/&%" ' :7'(+%00';/(:*<
7/=/+:' !(67%&%" 1% 6*&/731*(+' *>7%45% 6/7&*9* (0*? !1':/0," 1% 7%40';123 7%((+*?1'?3
r !@ A r = 0BC� D A r = 20BC� E A r = 40BC" *+ +7%/:+*7'' '*1% & 7%):%3 0'1/<1*< )*�
./0' +/7)';/(:*9* 6':%� F+7'3*&%112)' 0'1'?)' *>*41%;/12 +/)6/7%+-72 60%&0/1'? '
'(6%7/1'? 1':/0?

D��) %> $%&'(')*(+, *+ &7/)/1' +/)6/7%+-72 80/:+7*11*9* 9%4% !(0/&%" ' :7'(+%00';/(:*<
7/=/+:' !(67%&%" 1% 6*&/731*(+' *>7%45% 6/7&*9* (0*? !1':/0," 1% 7%40';123 7%((+*?1'?3
r !@ A r = 0BC� D A r = 50BC� E A r = 100BC" *+ +7%/:+*7'' '*1% & 7%):%3 1/0'1/<1*< )*./0'
+/7)';/(:*9* 6':%� F+7'3*&%11*< 0'1'/< *>*41%;/1% +/)6/7%+-7% 60%&0/1'? 1':/0?

�� ��� ��������� ��,��������� ������������ ���������� θ ������
 ����������
�� 	������ �����+�����)

N� ����  � ! �����������
 ����������� ,��������
� � ��+����
� ����������
�� z � ������ �������� � ���������� ������� ���������	� ���� ��� ������
�
���������� �� ��� ����� r = 0, 20, 40PQ) ������ �� ��+������ ����������� � ������
���� ����
+��� ����������� �����	� ���� � ������ ����� �
���� ����� ������+����
��,����������� ��������������� ������
� �������
)

.� �-�!-

� ������ �� ������ �������� � ���������� ������� ���������	� ���� ������

���������
 �������	� ������� �����������
� ,������� � ����������� ���������
56�$��� 78 ��� �������� ������ 20996 � ,���	��� 0#3 :,� ��� ���������
� �����
���� ������������ ��������	� �������� � ��������� ��
����� ����������) �
����
��� ������
� ������ ������� ����
 �
�������) .� ����������� �
���������
�
,������������ ��!�� ������� ��������� �
���
>
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D��) &> $%&'(')*(+, *+ &7/)/1' +/)6/7%+-72 80/:+7*11*9* 9%4% !(0/&%" ' :7'(+%00';/�
(:*< 7/=/+:' !(67%&%" 67' z = H + hz ' *>0-;/1'' '*1%)' &'()-+% ( 81/79'/< G@H I8J 1%
7%40';123 7%((+*?1'?3 r !@ A r = 0BC� D A r = 20BC� E A r = 40BC" *+ +7%/:+*7'' '*1% & 7%)�
:%3 0'1/<1*< )*./0' +/7)';/(:*9* 6':%� F+7'3*&%11*< 0'1'/< *>*41%;/1% +/)6/7%+-7%
60%&0/1'? &*0,K7%)%

D��) '> $%&'(')*(+, *+ &7/)/1' +/)6/7%+-72 80/:+7*11*9* 9%4% !(0/&%" ' :7'(+%00';/(:*<
7/=/+:' !(67%&%" 67' z = H + hz ' *>0-;/1'' '*1%)' &'()-+% ( 81/79'/< G@H I8J 1%
7%40';123 7%((+*?1'?3 r !@ A r = 0BC� D A r = 50BC� E A r = 100BC" *+ +7%/:+*7'' '*1% &
7%):%3 0'1/<1*< )*./0' +/7)';/(:*9* 6':%

D��) /> J7/)/11%? 4%&'(')*(+, 7%41'52 +/)6/7%+-7 !& %>(*0L+123 41%;/1'?3" & (0*?3 1%
97%1'5/ 7%4./0% .&-3 )%+/7'%0*& .0? 80/:+7*11*< 6*.('(+/)2 !(0/&%" ' :7'(+%00';/(:*<
7/=/+:' !(67%&%"� & (0-;%/ 1/'./%0,1*9* :*1+%:+%� .0? 7%40';123 41%;/1'< 8KK/:+'&1*9*
:*8KK'5'/1+% :*1&/:+'&1*< +/60**+.%;' θ !@ A θ = 104� D A θ = 105� E A θ = 106� M A
θ = 107" & 7%):%3 0'1/<1*< )*./0' +/7)';/(:*9* 6':%

#) L�� ��������� �������� ������
� �������� ������ �������	� ����� ��� ����
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D��) 0> $%&'(')*(+, 80/:+7*1123 !(0/&%" ' 7/=/+*;123 !(67%&%" +/)6/7%+-7 & (0*?3 *+
90->'12 z !90->'1% 7%4./0% (0*/& H = 2 · 104BC" & 7%):%3 0'1/<1*< )*./0' !θ = 107�
t = 0, 06 · 10−13 (" 1% 7%40';123 7%((+*?1'?3 r !@ A r = 0BC� D A r = 20BC� E A r = 40BC" *+
+7%/:+*7'' '*1%

D��) 1> @���������� ,��������
� ������ � ��+����
� ������� ���������� � �����
�� 	�����
 z �	������ ������� ����� H = 2 · 104PQ � ������ ���������� ������
�θ = 107� t = 0, 06 · 10−13 � �� ������
� ����������� r �# R r = 0PQ� $ R r = 20PQ� %
R r = 40PQ �� ���������� ����

����
 � �������� ������ ������!���� ���������� ����������� ������� �
����
������� ���������� � ,���������� � ��+������ ���������� ������� �����!��
��� ���������� ��������� � ��������� � ����������� ���������	� ���� 56 
���������� �� 	������ ����+�� �������� �� � ���������� ������)

$) .�� ����������� ��������� ��,��������� ������������ ���������� θ ���
�������
� ������� �����!���� ������!����� � �������
� ��������)

%) � �������� ������ � ���� r = 0, z = 0� ����������� �������������� ��+����
�!� ���� t = 4, 5 · 10−15 � ��� ������ � t = 6, 6 · 10−15 � ��� ��������� ����
�
+��� ����������� ���������� � � ���������� ����� ,��� ������� ��� ������
��������� ������ ���� t = 1, 8 · 10−13 �)

&) �
���������� ���������� ,���������	� 	��� � �������������� ��+���� � ���
������ ������ ��������� ���� t = 0, 25 · 10−15 � ��� ������ � t = 0, 35 · 10−15

� ��� ���������� � � ���������� ������ ���� t = 3 · 10−13 � ��� ������ �
t = 6, 5 · 10−13 � ��� ���������)

') N� ������ �������
� ����������� ��!�� �
������ ���������
� ������
 ���
������� 	�� ����������� ����
+��� ����������� ��������� �� ��������� ���
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�����	� ���� � �������� ������ ) .���������� ������ ����������
� ������
����������� ���������� �����	��� �����������	� ������� ��� ������
Dmelt

max (z = 0) ≈ 222PQ� Dmelt
max (z = H) ≈ 219PQ� ��� ��������� Dmelt

max (z = H) ≈ 80PQ�
� Zmelt

max (r = 0) ≈ 4, 4 · 104PQ� �Dmelt
max A ������ �����������	� ��������� � Zmelt

max A
������ ������������ 	�����
 ������������� ������� ) O����	���� �������
����� ��� ����������
 ��������� � ������ ����� ������
 Devap

max (z = 0) ≈
149PQ� Devap

max (z = H) ≈ 147PQ)

D����� �
������� ��� ���������� ������!�� DBB4� 	����
 S3/�3#�33$$1 �
S3'�3#�33/&'��)

����� ��
���
���

N@O ��P
���� P�Q������� ����  ����� ��� R���� �� �����S��� P ��	� @GE !DHHD"�

NDO T�U�V�� W���X� ��� P�Y�V��� ����� S��� P 
�� DMZMHE !DHHD"�

NEO R�������� ��� [���R����� S��� \]� ��� W��� �� Q
���� ��	���� E^G !@__M"�

NMO S� V����� �� ���� ���� ����� ��� R���� �� �����S��� P �	
� D` !@__Z"�

NZO P
��� �� Q���� C�� U
����� ����� ������� @�G !DHHD"�

N^O ���� T�a� �� ���� [� �����# U
������ R������ 
� bEM� ^GEE !@__M"�

NGO U��W��
�� �� ��� [� �����# U
������ R������ �� bD^� MZGE !@__E"�

N`O C�C��
���� �� ��� [� ����# U
������ R������ �� bZ� __Z !@__E"�

N_O S�V�c�������� ��P������ S�R�������� [� C���� ����� �
� b@@� E^MZ !@_^Z"�

N@HO S�V�c�������� ��P������ S�R�������� V
� C����
�# d��������� 
� U����
����� !@_GZ"�

N@@O c�Q����� [�Q�e
������ Q
�� Q�� ����� �� DZ@ !@_Z^"�

N@DO a�f�g�������� S������ \]� ��� bM� DMZ !@_G^"�

N@EO h�I�i'K='5� I�h�j%9%1*&� i�J�k%1%+%7*&� l+*)1%? 81/79'?� 
� E_@ !@_Z_"�

N@MO I�h�j%9%1*&� h�I�i'K='5� i�J�k%1%+%7*&� mnko� ��� bD!`"� DED !@_Z^"�

N@ZO p�q�r/9-4'1� I�h�j%9%1*&� h�I�i'K='5� okk� ��� b`� DMDZ !@_GE"�

N@^O l�l�s%&2.*&� l�h�e�0'1';/1:*� J*67*(2 %+*)1*< 1%-:' ' +/31':'� t/7�# o'4':% 7%�
.'%5'*1123 6*&7/u./1'< ' 7%.'%5'*11*/ )%+/7'%0*&/./1'/� ���
�� DG !@_`Z"�

N@GO l�v�s'.2:� J�w�x*>-:� J�j�t/)'1%� y7/67'1+ zhph x@G�DHHE�EH� !DHHE"�

N@`O h�J�l)'73%1*& ' .7�� y'(,)% & n{lp �� b@!@EH"� ^E !DHH^"�

N@_O h�J�l)'73%1*& ' .7�� y'(,)% & n{lp �� bZ!@EM"� `H !DHH^"�

NDHO  �g�C�������
� �� ���� U�������
������ S��
��� �
 Z@� Q�����@� QED !DHH^"�

ND@O h�J�l)'73%1*& ' .7�� n{lp� ��� &26�^� @Z_D !DHH^"�

NDDO X���U������
� �� ���� �deV\|� eC� ��� �
@� @Z !DHHM"�

NDEO P����
�  � �� ���� ����  ����� ��� R���� �� ����� S��� P ���� G_` !DHHD"�

NDMO P����
�  � �� ���� ����  ����� ��� R���� �� ����� S��� P ���� `H_ !DHHD"�

NDZO i-:%1'1 J�w� ' .7�� k/60*+/31':%� I�# J2(=� =:�� (� D`@� !DHHE"�

ND^O l)'73%1*& h�J� ' .7�� y7/67'1+ zhph� �@@�DHHG�@HZ�
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