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��� �������	
���� ������� �� �� �������� ������� ������� �� �
�� ����
���� ����� ������� ε �� ����� �������� �� ���������� ��� ������� ��� �������

��� ���������� �� �� ����� ���� �� ���������� �� � ����� ������� ���� ε ��������
�� ���� �������	
���� ������� ������ �� �������� �� ���������� ��������
������ ��������� ���� ������������ �� ���� �������	
���� ������� �� �������
�� �� ����� �������	
���� ������ �� � �������	 �� � �������	 r = 0  r ! �������
�� �����������"� ��� � �������	 ��	�� ��� �� ��� ������ �� ��������� ��
������������ �� �� ���������� �������� #� ��������� ������� ε ���� �����
�� �� ���� ��������� �� ������������ �� ���� �������	 ������� �� $�������
�� �� ��� �� ��������� �� r� ���� ������������ ��� �������� �� �� ����
�������	
���� ������ �� �������� ������	 �� ���������� ���� ���� ����� ���
�� ����� �������	
���� ������� �� ���������� ������	 �� �������� �� ��
���������� ������� ���� �� ���������� �������� ��� ��� ������ ��� �� �
��
���� ��������

�����	��

� ������ �����	
 ��� �  ��	������� ����	������� ��
 �
 �
 �
 �
 �
 �
 ��
  � ���!
� �����	 ��"����	�#���$��	 ����	��	 ���  �	���������� ���%�&���#����� 
����������	' � (��������
 ��� ���(�� S ! ���� (l = 0) �������	 ����	��	 � 		�
��)

[E −H − V (r)]ψ = 0,

&�	

E =
2

ε2

[√
1 + ε2q2 − 1

]
, H =

2

ε2

[
ch

(
iε
d

dr

)
− 1

]
,

H ! �	����������� &� ��$������
 V ! ��"����	�#���
 ε !  ���� ���� 	��' *�"��!
&�� ��	����� ch

(
iε d

dr

)
 ���
  �+�� ����(��$ ��%%	�	�#���$��	 ����	��	 �	���!

�	(��&� �������' ,�� ε → 0 -�� ����	��	 �	�	�����  �	�	����������	 ����	��	
.�	���&	��'

/���  ��"��+	��� ��������$ (�	�� ��0�� �������
 �� ����(� ������	���	
��%%	�	�#���$��	 ����	��� ���	(��&� �������)

[
E +

d2

dr2
− 2ε2

4!

d4

dr4
+

2ε4

6!

d6

dr6
− · · ·+ 2(−1)m−1ε2(m−1)

(2m)!

d2m

dr2m
− V (r)

]
ψ(r) = 0, 1�2

&�	 2m ! ������� ����	��� 1m = 2, 3, 4, · · · ,M2'
3���� �" �+��� ����	�����	� ����	��� 1�2 ���	��� ����(�	  ���&� ���� 	�!

�� ��� ����0�� ����"�����' 4���	 ����	��� ����� ��"���	 ���&������!�" �!
�	���� ��%%	�	�#���$��� ����	����'
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� ��	������� ������� ��
 �� �������(	��� � ��� �����(	���  	���� � ����!
�����$ ����	������ ��"��(��� ���	�� "���( ��� ����	��� �!&� � �!&� �������
��� ��� ��&��$��� ���	�#���$��� � � 7 &������� V0 � 0������ r0)

V (r) =

{ −V0, r ≤ r0,
0, r > r0.

1�2

� �������	� �����	 (���	��� ����	��	��� ����	��	 �!&� ������� ��� ������!
���&� � �#���������&� ���	�#����)

V (r) = −2

r
; 1�2

V (r) = r2. 1�2

������� ������ ��� ����	�	��  !"
 �
�����

*��� ���� ����	��	 1�2 ��� m = 2

−µ2d
4ψ

dr4
+
d2ψ

dr2
+ [2Ē − V (r)]ψ(r) = 0; µ2 =

ε2

12
, 2Ē = −E, 1�2

�� ��	��8�� � &����(�� � ������ �)

ψ(0) = 0;
dψ(0)

dr
= 0; ψ|r=r0 = 0, 1�2

ψ(0) = 0;
d2ψ(0)

dr2
= 0; ψ|r=r0 = 0. 1�2

9���	��	 1�2 � &����(�� � ������ � 1�2 ���	 ��"���$ �	��� ���	�� "���!
(	�
 � � &����(�� � ������ � 1�2 ! ����� ���	�� "���(	�'

,�� (���	��� �	0	��� ���	�� "���(
 �	�	��0	 ����	��	1�2  ��	 ����	!
 � ��� ����	��� �!&� ������� � �����$"�	 �	��	����� �����&  	���� :$8����
1:;<:2 �6
 �5� � ������!�������#�����8 ��	 � ���
 ���' ,�� �����$"����� :;<:
1���  ���� "��(	���� ���� 	��� ε2  ��(	��	 ��(��$��&� ������+	��� �	�	���
�	0	��	 ����	��� .�	���&	��
 � ���� ����	���	 �	0	��� ����� ���+��$ ��!
(��$�� ������+	��� ��� ��	��8��� "��(	��� ���� 	��� ε
 �'	' ���$0	 �	0	���
���	�� "���( ���	�	��8���  	���� ������+	��� �� ���� 	���'

,�� �	0	��� ���	�� "���( ��� ���&������!�" ��	���� ��%%	�	�#���$���
����	���
 ��� ������
 (���� �����	��� ������$
 &�	 �	0	��� "���(� � 1���2 ��
����"����	 �	"��  	��8��� ��� � 	�$0	���  ���&� ���� 	��� 1�"����8� ��!
&�������2' ,�-�� � �"����	� �	������ ���$ ����� ���� ��$��&� 0�&� ���	&��!
������ h ��  ���&� ���� 	��� ε' =�� -��� #	�� ������ ��	��8��	  ��	�$��	
���	�	 "���(�
 ������	 � 	8� ��(��	 �������(	���	 �	0	���'

εu′′(x) − u(x) = cos2πx+ 2επ2 cos 2πx; u(0) = u(1) = 0; 1�2

εu(IV )(x) − u′′(x) = 1; u(0) = 1; u′(0) = −γ; u(1) = 0, 5; u′(1) = γ − 1, 162

γ =
1√
ε

1 − e−1/
√

ε

1 + e−1/
√

ε
.

��5
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*��' �) %&'&()* +,-&./0 1-2-3)  4"  �" ) +,-&./0 1-2-3)  5"  �" 26* ,-1(78 1(-3&()0
9-6/:/ ;-,-9&<,- ε  ε1 = 10−1= ε2 = 10−2= ε3 = 10−3= ε4 = 10−4"

4����#� �)>-+?)9-6@(7& ,-1(/?<) </3(78 ,&'&()0 /< 3)?6&((78 ,&'&()0 +,-&.78 1-2-3
 4"�  5" ;,) ,-1(78 1(-3&()*8 ;-,9&<,- ε�

>��	�� "���(� ε max|ycal − yan| xmax

0,1 1,294020446351851 · 10−12 0,50700
>��	�� 0,01 1,139518167325715 · 10−12 0,53200
"���(� 1�2
 0,001 8,461442657647922 · 10−11 0,03200

0,0001 8,521920058512933 · 10−9 0,01000
0,1 3,089750677531811 · 10−13 0,64400

>��	�� 0,01 1,107437752612128 · 10−11 0,52200
"���(� 162
 0,001 1,157253542993786 · 10−9 0,48100

0,0001 1,156122617293476 · 10−7 0,20400

u(x) =
e−x/

√
ε + e(x−1)/

√
ε

1 + e−1/
√

ε
− cos2 πx;

u(x) =
e−x/

√
ε + e(x−1)/

√
ε

1 + e−1/
√

ε
− x2

2
.

:� ������	 � ���	�	�� �	0	��� ���	�� "���( 1�2
 162 ��� ��"��� "��(	����
ε' >�� ���� �" ������� �
 ��� � 	�$0	��� "��(	��� ���� 	��� ε �	0	��� ��	!
��  ��	�$��� ���	�� "���(  ���	������ &����# x = 0 � x = 1
 ��(���8� �	"��
 	���$��
 �'	' -�� "���(� � 	8� �	0	��� � ��&����(�� � ���� �' � �����#	 ? ���!
	�	��  ���� ��$��	 ��"����� (���	���� �	0	��� ���	�� "���( 1�2 � 162 �� ��
��(��� �������(	���� �	0	���' @" (���	���� ����� ��	��	�
 (�� %���#�� �	"��
 	��	���  ���	���	 0 ≤ x � √

ε 1��&����(��� ����  ���	������� x = 02
 ��-�� �
��� ����	 0�&� ���	&�������� h �	������ � �����	��	 ������ h� √

ε' � ���$!
�	��	 ��� ����	������ ���	�� "���( ��� ����	��� �!&� �������  � �(����	 
-�� �������	�$���'

#$%�&��	�� �
����		�� �����'(�(
�

:� ������	 � ���	�	�� �����	���	 %���#�� �	"�"��
 � ���� 
 �� � � ��	!
 � �"�� � �	��� 1�	�	 �������2 � ����� 1����	 �������2 ���	�� "���( ���
��#���������&� ���	�#���� ��� ��"��� "��(	���� ���� 	��� ε' ;����&�(��	 ���!
�	 ���	�	�� �� ������	 � ��� ���������&� ���	�#����' @" ������� ����
 (��
� ����� ε �	0	��� ��	�� ���	�� "���( ���0���8���  ������� �	��(	��� r' ,��
� 	�$0	��� ���� 	��� ε �����	���	 "��(	��� ��	�� ���	�� "���( ���	 ���� �
�����	��� "��(	��� ����	��� .�	���&	��'

���
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*��' �) %&'&()* ;&,./0  6&.7& ,)?A(+)" ) .</,/0  ;,-.7& ,)?A(+)" +,-&.78 1-2-3 26*
/?B)66*</,(/:/ ;/<&(B)-6- ;,) ,-1(78 1(-3&()*8 ;-,-9&<,- ε  ε1 = 5 · 10−4= ε2 = 0,5=
ε3 = 1,5= ε4 = 3,5"
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ε4 = 3,5"
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*��' �) C-.)?)9/?<@ ?/D?<.&((78 1(-3&()0 ;&,./0  6&.70 ,)?A(/+" ) .</,/0  ;,-.70 ,)

?A(/+" +,-&.78 1-2-3 /< ;-,-9&<,- µ 26* +A6/(/.?+/:/ ;/<&(B)-6-

:� �������� �
 � ���	�	�� ���� ��� �" 	�	��� �����	���� "��(	��� �	���
� ����� ���	�� "���( ��� ��#���������&� � ���������&� ���	�#���� ��� �" 	!
�	��� µ �� ���� �� 	����#�' =�� ��	�� ���	�#���� �����	���	 "��(	��� �	���
���	�� "���(� ���$�		  	��8��� �� ����	��8 � �� "��(	��� � ��� ����� ���	��
"���(�' A�������������$ �����	���� "��(	��� ����	��� .�	���&	�� ��� ��#��!
�������&� ���	�#���� ��� �	�	���	  ����	��	 �!&� ������� ��� ��	�� ���	��
"���( �	 �������	���'

:� ������	 � ���	�	�� ��	�	��	 �	"�"���� �	0	��� � �� ����"����� 
���	������� &����#� r = 0
 �	��� � ����� ���	�� "���( ��� ��#���������&�
���	�#���� ��� � 	�$0	��� ���� 	�� ε' @" ���' � ����
 (�� �	��� ���	�� "���(�
� 		� ��&����(��� ���� �� &����#	 r = 0 ��� ����"�����
 � ��� ����� ���	��
"���(� ����"����	 �	 � 	8� ��&����(��� ���	'

����)��	��

� �����	 (���	��� ����	�� �	0	��� ���	�� "���( ��� ����	��� �!&� �������
��� ��� ���� ���	�#����' *	"��$���� ����	������ ��"���8� ��	���$ ��	��8��	
����)

�' ,�� � 	�$0	��� "��(	��� ���� 	��� ε �����	���	 "��(	��� �	��� ���	��
"���(� ����	��� �!&� ������� ���	 ���� � �����	��� "��(	��� ����	!
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*��' �) E/.&2&()& D&1A16/.78 ,&'&()0 ;&,./0  6&.7& ,)?A(+)" ) .</,/0  ;,-.7& ,)?A(+)"
+,-&.78 1-2-3 26* /?B)66*</,(/:/ ;/<&(B)-6- ;,) ,-1(78 1(-3&()*8 ;-,-9&<,- ε  ε1 =
2 · 10−3= ε2 = 4 · 10−3= ε3 = 8 · 10−3= ε4 = 1,6 · 10−2"
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��� .�	���&	��
 ������ ����"����	 �� �����	���� %���#��  ���	�������
��(��� ���������� r = 0 � 	8� ��&����(��	 ����'

�' =�� ����� ���	�� "���(�
 �����	���	 %���#�� � �����	���	 "��(	��� ���	!
 ���� � �	0	��� ����	��� .�	���&	��'

' ,�� �	��(	��� ���� 	��� ε ��  ���� �� ���	(��� 	��(�� �����	���	 %���!
#�� ���	�� "���( ���0���8���  ������� �	��(	��� r'

&' B����� -�������������� �����	���� "��(	��� ����	��� .�	���&	�� � ��!
#��������� ���	�#���� ��� ����	��� �!&� ������� �	 �������	���'
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