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��� ����� �����	
�� ��������� ���� ����� ����	��	
� �	� �������	�� d > 2 ��
������������ � ����� 	� � ���	���������	� ��	�
 �

�	���� ��� �	����
	�����
������ 	� ���	���� �	������� ���	���������	� ��	�
 ������	�� �� �	���� ������������
� 
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�	�������� ����	�� �� ���������� �� � �������
��� �������� 	� ����	��	
� 	� ��� �������� 	� ��� �	��	�	�	� ������� ������ ��
��������� ��� 	�������� �������	� ������ ��� ����� ������� ������ ��� �������
	�� �� ���������� �� � ������	� 	� ��� ����	��	
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��� ������	� �

	 �
� ����������
� 
� ��		� ���	
��� �����	���� ����� 
� ��� ��
�������
��������
��� ������
� �� ��� �
���		�� ����������	� ���
���	�����
� ��
�� ����  !"#
$� ���	� ������% ��� �� ����
��� &�� ���	��� 
�	� �
 ��
��
��� �
��	� 
� ���	
���
�����	����# '
&���% ��� ����
� ��� �	�
 �� ���� �� ��� ���
�� 
� ����
��
����		� ����
	
��� �����	����# (�� ����
� �
� ���
������	 ����� 
� ��� ��)����� 
� ����
��
�� 
� ���
�����
� 
� ���	
��� �����	���� �� ���� �� ��� ���� ���� � ������ 
� �*���������	 �������
�� &�		 �� �
������ ����	���
�� �������� ��� �*������� 
� ������
� ��
� ��� ��
��
���
���������� 
� ��� ��		� ���	
��� �����	����# + ������
� ���������	� ������ ����, &������
��� ���	��� ������ ������� ����	� ����� ��������
� ��
� ��� ��
��
��� �
 ��� ����
��
���
����# $� 
���� &
���% �
 ��� ����	� �*�� �
���� 
� ��� �� ������
�� ������ ����	� �����
��� ��)����� 
� ����
��
��-

$� ��� ����������	 ���
�� 
� ����
��
����		� ���	
��� �����	����% ��� �����	��� )
&
�� ������������� �� ��� ����
� �	
���� ��	� v(x, t)% &���� v ��� x ��� ����
��� �
 ��
d��������
��	 ���
��# $�� �
	���
� �� �
����� �� ��� ����
�	� �
���� ��������
���
������
�

∂v

∂t
+ (v · ∇)v − ν0∆v − fA = f , �!�

&���� ��� ���
���������	��� 
� ��� )��� �� �������% &���� �� ���� �����������		� �� ���
�
�����
�� ∇·v = 0 ��� ∇·f = 0# (�� ��������� ν0 �� ��� ��������� ���
���� ���������� .
���
��� ���� ����������% ���% �#�#% ���#  !"�# (�� ���� fA �� ��	���� �
 ����*��	 ����
��
��%
��� �� ��� ��� �
		
&��� �
��  /"

fA = ν0

[
χ10(n∇)2v + χ20n∇2(nv) + χ30n(n∇)2(nv)

]
. �/�

(�� ���������� χ10% χ20 ��� χ30 ������������ ��� &����� 
� ��� ��������	 ���������� ��
0�# �/�% ��� ��� ���� ���
� n �������� ��� �������
� 
� ��� ����
��
�� �*��# (�� 	�����
���	� ����
� �
��� ��� ���� ���� f �� ������� �
 ��� �������� ���������� ������ �� ���
�������

〈fi〉 = 0, 〈fi(x1, t)fj(x2, t)〉 = Dij(x1 − x2, t1 − t2). �1�
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(�� �&
 �
��� �
���	���
� �����*

Dij(x, t) = δ(t)
∫ ddk

(2π)d
D̃ij(k) exp(ik · x) �2�

�� �
������� �
 ����������� �� ��� �
		
&��� &��  /"

D̃ij(k) = g0ν
3
0k

4−d−2ε[(1 + α1ξ
2
k)Pij(k) + α2Rij(k)] , �3�

&���� � ���
� k �� ��� &�� ���
�% d �� ��� �������
� 
� ��� ����� ��� 
�� ����, 2 < d�%
ε ≥ 0 �� �������
�	��� ��������� 
� ��� �
��	# (�� �������	 �	�� 
� ���� ��������� ��
ε = 2 ���� �
���		�� ������ ������� �������# (�� �	�� ε = 0 �
�����
��� �
 � 	
���������
����������
� ���
�� �
� � ��	��	���
� 
� ����� ������
�� &��� g0% &���� �	��� ��� �
	� 
�
� ���� �
��	��� �
������ 
� ��� �
��	% ���
��� �������
�	���  !"# (�� (d × d)���������
Pij ��� Rij ��� ��� ��������� ��
4����
� 
�����
��# (���� �*�	���� �
�� ��

Pij(k) = δij − kikj

k2
, Rij(k) =

(
ni − ξk

ki

k

)(
nj − ξk

kj

k

)
, �5�

&���� ξk �� ���� �� ��� ������
� ξk = k · n/k # (�� ����
� D̃ij% ���� �� 0�#�3�% �� ���
�
�� ������	 �
�� &��� ������� �
 ��� �
�����
� 
� ���
���������	��� 
� ��� ������ �����
�
���������
� ��� �
������ �&
 �������
�	��� ���� ���������� α1 ��� α2# (�� �
���������

� ��� �
���	��
� ����
� Dij 	���� �
 ���������
�� 
� ��� ��
� ����������% ����	�% α1 > −1
��� α2 > −1#

(�� ��
������� ��
�	�� �!� &��� �
���	��
� �2� ��� �� ������
���� ���
 ��� ��	�
���
����� �
��	 
� ��	�� v ��� v′% &���� v′ �� ����������� 
� ��� �	
���� ��	� v ��*�	����
���
��������	� ��	�% &���� &� ��� �
 ����
���� &��� ������
����� ��� ��
������� ��
�	��
���
 � ������
��	 �
��# +���� ���� ������
�����
� ��� ����
� 
� ��� ��	�� v ��� v′ �� ����
�� ��� �
��

S =
1

2

∫
ddx1dt1d

dx2dt2
[
v′

i(x1, t1)Dij(x1 − x2, t1 − t2)v
′
j(x2, t2)

]

+
∫

ddxdt
{
v′(x, t)

[
−∂tv − (v · ∇)v + ν0∇2v + fA

]
(x, t)

}
. �6�

(�� ������
��	 �
���	���
� ���� ��� �
�����	��� �
 ��� ��� ������� ��	� ���
�� ���
��
��% ���	����� ��� �� ���������% �
 �
	� ��� ��
�	��# (�� �
���	���
� ���
��� ����
�
������
��	 �6� ���	���� ��� ����������	 ������� 
� ����
� ���������� �� ��� ��
�������
��
�	�� �!���3� &��� �����	��� ������
��	 ������� &��� &����� exp[S(v,v′)] ��
� �����	�
���  !"�#

(�� ��		� ���	
��� �����	���� �� ������������� �� ��� 	���� ����
	�� ������ Re# ��
��� 
���� ����% ��� 	���� Re �
�����
��� �
 ��� �*������� 
� � 	���� �������	 ������	% &����
�� ������ �� ��� ������	����� 1/Λ = l � r � L = 1/m% &���� l �
�����
��� �
 �� �����
���	� ���� ���	� &���� ���������
� �
���� ��� �
�������% 
� ��� ���	� 
� ��� ���		��� �������%
��� L �� �� 
���� ���	� 
� ��� ������ ���� ���	� 
� ��� ������ ������� ���
 ��� ������% 
�
��� ���	� 
� ��� 	������ �������# $� ��� ��		� ���	
��� �����	���� &� ��� ���������� �� ���
�����
� 
� ��� �
���	���
� ������
�� 
� �	
���� ��	� 〈vi1(x1, t), ..., viN (xN , t)〉 ���� ������

� ��� �������	 ������	% �#�#% ��� �&�� ��
� ��� ���������
� �7���� �� &�		 �� ��� �&�� ��
�
������ ������� ���	�# 8����� ��� ��	� ���
����� ����
��� ���� ��� ���� �� ��� �
		
&���
������
��	 �������	

〈vi1(x1, t), ..., viN (xN , t)〉 =
∫

DΦ vi1(x1, t), ..., viN (xN , t)eS(Φ) , �9�

1//



&���� Φ = {v,v′}% 1 ≤ ij ≤ d, j = 1, ..., N % ��� S(Φ) �� ���� �� 0�# �6�#
(�� �����
� 
� ��� �
���	���
� ������
�� ������ ��� �������	 ������	 �� ��� ���� �����


� ��� ���
�� :
	�
�
�
������
 ����
���
	
����	 ���
�� ���� �	�
 ���#  1"�# $� &��
�
���	���� �� ��� �
�� 
� �&
 ���
������ &���� 	��� �
 ��� ���	��� �����
� 
� ���
�
���	���
� ������
�� &����� ��� �������	 ������	# $� &��� �
		
&� &� ���		 ������� 
�	�
��� �
���		�� ���
�� :
	�
�
�
 ���
������ ��	���� �
 ��� $� ���	��� ��� 
�� ��� &�		 ��
�
 ���������� ��� ��)����� 
� ��� �*��	 ����
��
�� 
� ���� ���	��� �����
�#

8����� ��� �� ��������� ��� �
���	���
� ������
�� ��� 
������� ������	� �� ��� ���	���
�
�� �&��� �
����� �������	 �������
��� ��� ����� 	��������	� 	���� ��#�#% $� 	����� �� �������
��� �� ��� ����	� �*�� �
���� 
� ��� ���
���	�����
� ���
��% �#�#% ��� ���	��� ������ ��
����	� �� ��� �
�����
����� �*�� �
��� �� $� ����	�# (�� $� �*�� �
��� �� 
������� ��
����� ��� ������ 
� ��7�������	 ������
�� ��	�
 ��		�� ��� )
& ������
��� &���� ����
��� �7����� �����	�� C̄ = {ḡ, χ̄1, χ̄2, χ̄3} &���� ��� ��� ������
�� 
� �������
�	��� ���	�
��������� �&�� ������� t = k/Λ# (���� �*�	���� �
�� �� ��� �
		
&���

t
dḡ

dt
= βg(ḡ, χ̄1, χ̄2, χ̄3; α1, α2, d) , �;�

t
dχ̄i

dt
= βχi

(ḡ, χ̄1, χ̄2, χ̄3; α1, α2, d) , i = 1, 2, 3 . �!.�

(�� �������
�	��� &�� ������ t ��	
��� �
 ��� ������	 0 ≤ t ≤ 1% ��� ��� ������	
�
�����
�� �
� ��� ��
� ��7�������	 ������
�� ��� ����� �� t = 1# (�� $� ����	� �*��
�
��� �
�����
��� �
 ��� �	��� �� ��� 	���� t → 0% �#�#% (ḡ, χ̄1, χ̄2, χ̄3)|t→0 = (g∗, χ∗

1, χ
∗
2, χ

∗
3)

���������	�% � �������� &��� ���� ���
��� ��� �*�� �
��� �	���# (�� �
���		�� β�������
��
βg, βχi

, i = 1, 2, 3 ��� ������ �� ��� �
���		�� ���
���	�����
� �
������� 
� ��� ���
���	����
��
� ��
������ ��� ����� ���	 �
�� �� �� �
		
&� ������	� ��� �� ���#  2"�

βg = g(−2ε + 3Aga1) , βχi
= −Ag (ai+1 − χia1) , i = 1, 2, 3 , �!!�

&���� ��������� A �� ������ �� A = Sd−1/((2π)d(d2 − 1))% Sd �� ��� ���� 
� ��� d�
�������
��	 ������ ���� �� Sd = 2π(d/2)/Γ(d/2)% ��� ������
�� ai �i = 1, ..., 4� ��� ����
�� ���#  3"#

(�� �
�� �
��
����	� &�� �
& �
� 
�������� 
� ��� $� �*�� �
��� 
� ��� ������ 
�
�
�� ��7�������	 �� ������
�� �;� ��� �!.� &��� �!!� �� �
 �
	� �� ��������		� �����
�
�� ����
������ ��������	 ����
�# $� &��� �
		
&�% &� &
�� &��� ��� �
�����
����
������:���� ����
� &��� ��� ������� ��
��� 
� ��� ���������
� ����# <
� ���� ����
��
�� �� �
������� �
 ������
�� ��� ������ 
� ��7�������	 ������
�� �;� ��� �!.� ���
 ��
���
�
��� ������ �� ����������
� t = e−s# =���� ���� ������
�����
� 
�� 
������

dḡ

ds
= −βg(ḡ, χ̄1, χ̄2, χ̄3; α1, α2, d) , �!/�

dχ̄i

ds
= −βχi

(ḡ, χ̄1, χ̄2, χ̄3; α1, α2, d) , i = 1, 2, 3 , �!1�

&���� s ∈ [0,∞)# (�� ������	 �
�����
�� �
�����
�� �
 s = 0 ��� ��� $� �*�� �
��� ��
�
��� �� ��� 	���� s → ∞# (�� ���� ���� �
� ��� �����	� s &�� ����� �� ∆s = 10−3# (��
������	 �	��� 
� ��� ���������� ��� �� ��
��� ��������� ��� ��� �
�� �
������� ��
��� ��
�
 ���� ���� �
 �� ��� �*�� �
��� 
� ��� �������������
��	 ��
��
��� �
��	 ���� ���#  /"�#

�
& &� ��� �		 ��������� �

	� �� ���� �
 ���������� ��� �*�� �
��� ��� ��� �����	���#
��� ��� �� �
 ��� ��� �
���		�� �
����	��� �������
� dc ���&��� ����	� ��� ������	�
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������� &��� �
��� ��
� ��� �������������
��	 ������ �
&���� �&
��������
��	 
��#
$� <���# ! ��� / 
�� ����	�� �
� dc �� � ������
� 
� ��� ����
��
�� ���������� ��� �������#
<���# ! ��� / ��
& ���� �� ��� �������������
��	 ������ ��� :
	�
�
�
 ���	��� ������ ��
������	� 
�	� �� ��� 	���� α1,2 → −1 ��� �
� 	���� ��
��� �	��� 
� ��������� α1 �
������
&��� ������� 
� ��	����	� ���		 �
����� �	��� 
� ��� ��������� α2# ��� �
��	���
� ��
��� �
		
&���, �
 �����
� �����	��� 
� ��� :
	�
�
�
 ���	��� ������ �� �������������
��	
����� �� ��� ����*��	 ����
��
��% &���� �� �� 
�� �
��	 ����������� �� ��� ���������� α1%
��� α2% �� �� ��������� �
 ���	� ����
��
�� &��� ������ ������� �	��� 
� ����� ����������#

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.55

2.70

2.85

3.00

d
c

α
1

α
2

<��# !, ��� �������������	��� ���� 	� ��� ��
������� 	� ��� 	�������� �������	� dc 	� ���

��������� α1� ��� α2

+� ���
����� ������
� �� ��	���� �
 ��� ��
��� 
� � ��������	 ����
� �
� ��	��	���
�

� ��� �������	�# $� ��� �� ��
&� ���� ��� �
�� ����
������ ����
� �� ��� ����� 
� ���
>������� ���������� �
���	�# (�� ������
� 
� ��� ������ 
� �����
�� 
� ��� ���������
�
������	 �� ��
���� ���
����� 
��# $� 
�� ��	��	���
��% &� ���� ��� �����
� �
 !./2
���������	�% &���� &�� �
��� �� ��� ���� ��
��� ��
� ��� �
��� 
� ��& 
� ��� ��������
��� ������ ���� 
� ��� ��	��	���
�# �� ��� 
���� ����% �� ���#  /"% ��� �����
� �
 ��� !/9
���������	� &�� ����# 8� ����
�� ���� ���� ���� �
�	� 	��� �
 ��� ��7������ ���&��� 
��
��� ����� ����	�� ������� ��� �����
� �
 !/9 ���������	� ��� �
� �� ��?����� �� �
��
�������	 �������
��#

(
 ��� ��� �
����	��� �������
� �� �� ��
��� �
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