
Улучшенная математическая модель расчёта токов в
концентрических катушках коррекции основного магнитного

поля многоцелевого изохронного циклотрона

И.В. Амирханов1, Г.А. Карамышева1, И.Н. Киян1, Я. Суликовский2

1Объединённый Институт Ядерных Исследований (ОИЯИ), Дубна; 2Институт Ядерной Физики
Польской Академии Наук (ИЯФ ПАН), Краков

Введение

Принцип работы многоцелевого изохронного
циклотрона заключается в том, что по мере
возрастания энергии ускоряемых частиц увели-
чивается значение эквивалентного радиуса за-
мкнутой равновесной орбиты (радиуса замкну-
той равновесной орбиты, представленной в ви-
де круга), а частота обращения частиц оста-
ётся неизменной [1]. Требуемое магнитное поле
Btask(r, θ) формируется в диапазоне рабочих ра-
диусов ускорения от системы инжекции до си-
стемы вывода пучка ионов с определённой точ-
ностью как с помощью главной катушки, фор-
мирующей основное магнитное поле Bmain(r, θ),
так и с помощью вложенных друг в друга кон-
центрических катушек коррекции основного маг-
нитного поля, формирующих вклады Bj(r, θ),
j = 1, 2, . . . , z, где z - это число имеющихся кон-
центрических катушек. В итоге, создаётся ре-
зультирующее магнитное поле Bres(r, θ) в кото-
ром и производится ускорение внутреннего пучка
ионов. Основные параметры операционного ре-
жима работы многоцелевого изохронного цикло-
трона включают в себя набор значений токов в
главной и в концентрических катушках, частоту
ВЧ-генератора и напряжение на дуантах. К до-
полнительным параметрам относятся токи в гар-
монических катушках коррекции первой и основ-
ной гармоник результирующего магнитного по-
ля. Искусственно создавемая первая гармоника
не влияет на значение среднего магнитного поля
и используется для раскачки пучка ионов на ко-
нечных радиусах ускорения с целью улучшения
разделения орбит и вывода пучка через электро-
статический дефлектор [1].
Исходные данные включают в себя тип уско-

ряемых частиц, кинетическую энергию частиц
на определённом радиусе ускорения или часто-
ту ВЧ-генератора, радиус рабочей точки (места
пересечения среднего основного и среднего тре-
буемого магнитных полей в области конечных
радиусов ускорения), кратность ускорения ча-
стиц (отношение частоты ВЧ-генератора к ча-
стоте обращения частицы), периодичность маг-
нитной структуры (число магнитных секторов),

диапазон формирования требуемого магнитно-
го поля, а также маску изохронного магнитного
поля, которая определяет форму центрального
бампа и краевого магнитного поля. Кроме того,
к исходным данным относится набор измеренных
или расcчитанных карт магнитных полей: основ-
ных магнитных полей Bmain(r, θ) от тока в глав-
ной катушке и дополнительных магнитных по-
лей Badd(r, θ) от максимального тока (как вари-
ант от максимального и минимального токов) в
каждой из отдельно взятых концентрических ка-
тушек для каждого определённого уровня тока
в главной катушке. Измерения карт магнитных
полей производятся с определёнными шагами по
радиусу ∆Rms и азимуту ∆θms. Разность между
соответствующими дополнительным и основным
магнитными полями составляет максимальный
вклад рассматриваемой концентрической катуш-
ки Bj,max(r, θ), j = 1, 2, . . . , z в основное магнит-
ное поле Bmain(r, θ). Средние магнитные поля (с
усреднением по азимуту) рассчитываются по сле-
дующей общей формуле:

Bindex(r) =
1
2π

+π∫
−π

Bindex(r, θ)dθ (1)

Расчёт токов в концентрических
катушках

Для получения требуемого режима работы
многоцелевого изохронного циклотрона необхо-
димо определить значения токов во всех концен-
трических катушках коррекции основного маг-
нитного поля Ij , j = 1, 2, . . . , z для определён-
ного уровня тока в главной катушке Imain,work.
Токи в концентрических катушках рассчитыва-
ются на основе метода наименьших квадратов с
покомпонентным вводом решения в границы об-
ласти допустимых значений [2]. При этом, токи в
концентрических катушках рассматриваются по-
следовательно в направлении, определяемом зо-
нами влияния концентрических катушек на ос-
новное магнитное поле: от первой концентриче-
ской катушки, расположенной в центре цикло-
трона, к последней, наиболее удалённой от его
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центра. Нижнее и верхнее граничные значения
тока в каждой концентрической катушке укла-
дываются в рамки соответствующих минималь-
ного и максимального значений. Нижнее и верх-
нее граничные значения тока в j-ой концентри-
ческой катушке (два значения переменной Ij,lim)
определяются следующим образом:

Ij,lim =
{

Ij,low , (−Ij,max ≤ Ij,low < Ij ≤ 0)
Ij,high, (0 ≤ Ij < Ij,high ≤ Ij,max)

}
,

Ij,max > 0, j = 1, 2, . . . , z (2)

где Ij,max – это максимальный ток в j-ой концен-
трической катушке; z = m+k – это число фикси-
рованных (m) и свободных (k) компонент векто-
ра решения. Для удобства дальнейших расчётов
вводятся следующие безразмерные обозначения:

ki,lim =
Ii,max

Ii,lim
, I∗i =

Ii

Ii,max

B
∗
i,max(r

∗) =
Bi,max(r∗)

B0
, i = 1, 2, . . . , k

λ∗ =
(

λ

B0

)2

, ∆B
∗
(r∗) =

∆B(r∗)
B0

, r∗ =
r

r0

(3)

∆B(r∗) = Btask(r∗) − Bstart(r∗) (4)

Btask(r∗) = Bis(r∗) + Bmask(r∗) (5)

Bmask(r∗) = Bbump(r∗) + Bedge(r∗) (6)

Bstart(r∗) = Bmain(r∗) +
m∑

j=1

Bj,const(r∗) (7)

Bj,const(r∗) = Bj,max(r∗) · Ij,const

Ij,max
,

j = 1, 2, . . . , m.
(8)

где r0, B0 – это определённые коэффициенты,
имеющие соответственно размерности длины и
магнитного поля, позволяющие перейти к безраз-
мерным величинам (r0 = 1м, B0 рассчитывает-
ся таким образом, что детерминант матрицы ко-
эффициентов неоднородной СЛАУ (12) D = 1);
r – средний радиус замкнутой равновесной орби-
ты; Bi(j),max(r∗) – среднее магнитное поле мак-
симального вклада i-ой (j-ой) концентрической
катушки в основное магнитное поле; λ – пере-
менный параметр штрафной функции; Ii, Ii,max,
Ii,lim – расчётный, максимальный и предельный
токи в i-ой концентрической катушке; Ij,const,
Ij,max – фиксированный и максимальный токи в
j-ой концентрической катушке; Btask(r∗) – сред-
нее требуемое магнитное поле; Bis(r∗) – изо-
хронное магнитное поле; Bmask(r∗) – маска изо-
хронного магнитного поля; Bbump(r∗) – среднее
магнитное поле центрального бампа; Bedge(r∗)

– среднее краевое магнитное поле; Bstart(r∗) –
среднее исходное магнитное поле; Bmain(r∗) –
среднее основное магнитное поле; Bj,const(r∗) –
среднее магнитное поле вклада j-ой концентри-
ческой катушки, ток в которой фиксируются
пользователем на любом допустимом уровне или
программой на границе области допустимых зна-
чений.
Представленный ниже функционал формали-

зует методику расчёта токов в концентрических
катушках коррекции основного магнитного поля
циклотрона:

F (I∗1 , I∗2 , . . . , I∗k ) =

=

R∗
septum∫
0

⎡
⎣ k∑

j=1

(
B

∗
j,max(r

∗) · I∗j
)
− ∆B

∗
(r∗)

⎤
⎦

2

dr∗+

+λ∗ ·
k∑

j=1

(
kj,lim · I∗j

)2p (9)

где R∗
septum – нормированный радиус располо-

жения септума (первого ножа) электростатиче-
ского дефлектора; p – это постоянный параметр
штрафной функции. На основе ряда численных
экспериментов при условии установки гранич-
ных значений на уровне ±97% от соответству-
ющих максимальных значений для каждой ком-
поненты вектора решения, значение константы
p выбирается равным 25. Штрафная функция,
входящая в состав функционала в виде второго
слагаемого, позволяет вводить решение в грани-
цы области допустимых значений покомпонентно
в направлении, определённом выше. При мини-
мизациии функционала берутся частные произ-
водные по каждой из свободных компонент иско-
мого вектора решения, которые затем приравни-
ваются к нулю.

∂F (I∗1 , I∗2 , . . . , I∗k )
∂I∗i

= 0, i = 1, 2, . . . , k (10)

После взятия частных производных выражение
(10) переписывается в виде следующей неод-
нородной системы нелинейных алгебраических
уравнений:

k∑
j=1

{
Si,j · I∗j

}
+ λ∗ · p · (ki,lim)2p · (I∗i )2p−1 =

=

R∗
septum∫
0

[
B

∗
i,max(r

∗) · ∆B
∗
(r∗)

]
dr∗
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Si,j =

R∗
septum∫
0

[
B

∗
i,max(r

∗) · B∗
j,max(r

∗)
]
dr∗

i = 1, 2, . . . , k (11)

Полученная неоднородная система нелинейных
алгебраических уравнений (11) решается итера-
ционным путём. На первом шаге итерационного
цикла нахождения решения (11) величина пере-
менной λ∗ устанавливается равной 0. Получив-
шаяся неоднородная система линейных алгебра-
ических уравнений решается с помощью мето-
да Гауса с выбором главного элемента по мат-
рице. Если полученный вектор решения I

∗(0)
j по

некоторым своим компонентам выходит за гра-
ницы области допустимых значений, величина
переменной λ∗ рассчитывается для каждой та-
кой компоненты с целью ввода её в рамки задан-
ных граничных значений. При этом, в первую
очередь берётся та из рассматриваемых компо-
нент, которая определяет ток в концентрической
катушке, расположенной наиболее близко к цен-
тру циклотрона. Решение I

∗(0)
j подставляется в

левую часть (11) и сохраняется неизменным вте-
чение всего времени расчёта λ∗. При этом, следу-
ющая неоднородная система линейных алгебра-
ических уравнений решается с помощью метода
Гауса с выбором главного элемента по матрице:

k∑
j=1

{
ai,j · I∗j

}
= bi (12)

ai,j =

R∗
septum∫
0

[
B

∗
i,max(r

∗) · B∗
j,max(r

∗)
]
dr∗+

+λ∗ · p · (kj,lim)2p · (I∗(0)j )2p−2 · δij (13)

bi =

R∗
septum∫
0

[
B

∗
i,max(r

∗) · ∆B
∗
(r∗)

]
dr∗

i = 1, 2, . . . , k (14)

где δi,j – это символ Кронекера. После ввода с
определённой точностью рассматриваемой ком-
поненты вектора решения в рамки заданных гра-
ничных значений, данная компонента переводит-
ся из разряда свободных в разряд фиксирован-
ных. Затем, на следующем шаге итерационно-
го цикла нахождения решения (11) величина пе-
ременной λ∗ опять устанавливается равной 0 и
весь цикл расчётов повторяется. При этом, про-
изводится уплотнение матрицы коэффициентов
и вектора свободных членов. После покомпонент-
ного ввода всего решения в границы области до-
пустимых значений, при λ∗ = 0 находится иско-
мое решение (11) и формируется набор токов в

концентрических катушках коррекции основного
магнитного поля Ij , j = 1, 2, . . . , z для определён-
ного уровня тока в главной катушке Imain,work.
Исходя из полученных значений токов в кон-
центрических катушках, рассчитываются карты
магнитных полей вкладов концентрических ка-
тушек в основное магнитное поле. В итоге, фор-
мируется карта результирующего магнитного по-
ля Bres(r, θ) как сумма карты основного магнит-
ного поля Bmain,work(r, θ) и карт вкладов кон-
центрических катушек Bj(r, θ), j = 1, 2, . . . , z.
Исходя из полученной карты результирующего
магнитного поля Bres(r, θ), из-за влияния вкла-
дов концентрических катушек на азимутальную
вариацию основного магнитного поля на осно-
ве алгоритма М.М. Гордона [3] производится пе-
рерасчёт изохронного магнитного поля Bis(r∗).
Далее, производится перерасчёт среднего требу-
емого магнитного поля Btask(r∗) (5). Затем, про-
изводится перерасчёт ∆B(r∗) (4) и весь процесс
формирования набора токов в концентрических
катушках коррекции основного магнитного поля
Ij , j = 1, 2, . . . , z для определённого уровня тока
в главной катушке Imain,work повторяется. Инте-
грирование выражений (1), (13) и (14) произво-
дится с помощью квадратурных формул Симп-
сона [4]. Анализ устойчивости решений, получа-
емых на основе представленной математической
модели, подробно излагается в [5].

Заключение
На основе рассмотренной математической мо-

дели расчёта токов в концентрических катуш-
ках коррекции основного магнитного поля мно-
гоцелевого изохронного циклотрона на С++ бы-
ла разработана программа Cyclotron Mode 2009,
которая вошла в комплекс программ Cyclotron
Operator HELP 2009, который был установлен
на сервере многоцелевого изохронного цикло-
трона АИЦ-144 в Институте Ядерной Физики
Польской Академии Наук (Краков, Польша) [6],
[7]. С помощью Cyclotron Operator HELP 2009
был смоделирован основной режим работы АИЦ-
144 (протоны, частота ВЧ-генератора Frf =
26.155 МГц, напряжение на дуантах Ud = 56 кВ),
на базе которого 4 июня 2009 года без останов-
ки и разборки циклотрона для проведения до-
полнительных магнитных измерений был успеш-
но ускорен и выведен из циклотрона пучок про-
тонов, предназначенный для лечения меланомы
глаза у пациентов. При этом, измеренная кине-
тическая энергия ускоренных протонов в камере
облучения достигла требуемого значения Ek ∼
60 МэВ (по результатам измерений, проведён-
ных подразделением протонной терапии ИЯФ
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ПАН). Диапазон изменения тока в главной ка-
тушке, при котором ток выведенного пучка со-
храняет не менее 90% от своего максимально-
го значения, составил от Imain,exp = 575.9 А
до Imain,exp = 577.3 А, что говорит о правиль-
ном выборе значения тока в главной катушке
Imain,optimum = 576.14 А, при котором пучок
имеет форму идеального круга в поперечном се-
чении. При значении тока в главной катушке
Imain,optimum = 576.3 А, выведенный пучок име-
ет максимальное значение своего тока при незна-
чительном искажении формы идеального кру-
га в своём поперечном сечении. После экспери-
ментальной подстройки токов в гармонических
катушках коррекции первой гармоники резуль-
тирующего магнитного поля (после эксперимен-
тальной настройки системы вывода) можно бу-
дет определить окончательное оптимальное зна-
чение тока в главной катушке Imain,optimum, при
котором выведенный пучок будет иметь как фор-
му идеального круга в поперечном сечении, так
и максимальное значение своего тока. После пя-
ти месяцев эксплуатации АИЦ-144 в режиме ра-
боты, полученном 04 июня 2009 года, уход зна-
чения тока выведенного пучка, измеренного на
выходе из циклотрона, при том же значении то-
ка ижекции составил ∆Ibeam,out ∼ 2%, что гово-
рит о хорошей устойчивости смоделированного

режима работы циклотрона (по результатам из-
мерений, проведённых Циклотронным Отделом
ИЯФ ПАН).
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