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Многошаговое обобщение метода
Канторовича

Начиная с работы Борна и Оппенгеймера адиа-
батический метод применяется для решения раз-
личных задач физики, используя идею прибли-
женного разделения “быстрых” �xf и “медлен-
ных” �xs переменных в гамильтониане H(�x) =
H(�xf , �xs) исходной системы, представимом в ви-
де суммы H(�xf , �xs) = Hf (�xf ; �xs) + Hs(�xs) га-
мильтонианов быстрой и медленной подсистем
с характеристическими собственными энергиями
|ε(min)

f | = h̄ωf > |ε(min)
s | = h̄ωs.

В работе [1] предложен алгоритм, обобща-
ющий стандартное адиабатическое разложение
Борна для волновой функции ψn1(�x) ≡ 〈�x|n1〉:

〈�xf , �xs|nk〉 =
∑

n′
k+1

〈�xf |n′
k+1, �xs〉〈�xs, n

′
k+1|nk〉, (1)

по параметрическим базисным функциям
〈�xf |n′

k+1, �xs〉 быстрой подсистемы с неизвестны-
ми вектор-функциями 〈�xs, n

′
k+1|nk〉 медленной

подсистемы. Усреднение исходной краевой зада-
чи по базисным функциям приводит к краевой
задаче для медленной подсистемы, что соот-
ветствует методу Канторовича – приведение к
обыкновенным дифференциальным уравнениям.
Предполагается, что все независимые пере-

менные �x ∈ X подобласти координатного про-
странства X ⊂ RN трактуются как некото-
рый набор динамически упорядоченных пере-
менных �x �→ {�xf , �xs}T = {xN � xN−1 �
... � x1}T , в соответствии с упорядоченным
набором параметрических гамильтонианов под-
систем Hi ≡ Hi(xi;xi−1, ..., x1), составляющих
исходный гамильтониан H =

∑N
i=1HN+1−i. В

силу этого предположения, применяется метод
пошагового усреднения исходного гамильтони-
ана H , что позволяет исключать независимые
быстрые переменные (xN , ..., x2) последователь-
но. Ниже представлен символьно-численный ал-
горитм для многошаговой редукции адиабатиче-
ских уравнений, соответствующей многошагово-
му обобщению метода Канторовича (MultiStep
Generalization Kantorovich Method – MSGKM)
решения многомерных краевых задач,

Hψn1(�x) − 2En1ψn1(�x) = 0, (2)

〈n′
1|n1〉 =

∫
dxN ...dx1ψ

†
n′

1
(�x)ψn1(�x) = δn′

1n1 ,

H =
N∑

i=1

HN+1−i, Hi ≡ Hi(xi;xi−1, ..., x1).

с подходящим упорядоченным набором харак-
теристических собственных энергий |ε(min)

N | >

|ε(min)
N−1 | > ... > |ε(min)

1 | гамильтонианов подсистем.
Algorithm MSGKM
Input:

H =
∑N

i=1HN+1−i is initial Hamiltonian
dependent on ordered variables �x = {xN �
xN−1 � ... � x1}T decomposed to sum of partial
Hamiltonians Hi ≡ Hi(xi;xi−1, ..., x1), dependent
on subset “faster” xi and “slower” xi−1, ..., x1

variables;
Hψn1 − 2En1ψn1 = 0,
〈n′

1|n1〉 =
∫
dxN ...dx1ψ

†
n′

1
(�x)ψn1(�x) = δn′

1n1

is main eigenvalue problem for calculation of
unknowns
ψn1 ≡ |n1〉 ↔ 〈�x|n1〉 ≡ ψn1(�x) and 2En1 = εn1 .

Output:
A set of Eq(k), k = 1, ..., N , is a set of auxiliary
parametric eigenvalue problems for calculation of
ψ

(k)
nk ≡ ψ

(k)
nk (xN , ..., xk;xk−1, ..., x1) and ε

(k)
nk ≡

ε
(k)
nk (xk−1...x1), where ψn1 = ψ

(1)
n1 and 2En1 = ε

(1)
n1

are solutions of the main eigenvalue problem.
Local:

ψ
(k)
nk ≡ ψ

(k)
nk (xN , ..., xk;xk−1, ..., x1) and

εnk
≡ ε

(k)
nk ≡ ε

(k)
nk (xk−1...x1) are solutions of

the auxiliary parametric eigenvalue problems:
(
∑N

i=N+1−k HN+1−i)ψ
(k)
nk − ε

(k)
nk ψ

(k)
nk = 0,

〈n′
k|nk〉 =

∫
dxN ...dxkψ

(k)
n′

k

†
ψ

(k)
nk = δn′

k
nk
;

〈n′
k+1|nk〉 ≡ χ

(k)
n′

k+1nk
(xk;xk−1, ..., x1) are auxiliary

solutions defined as:
〈n′

k+1|nk〉 =
∫
dxN ...dxk+1ψ

(k+1)
n′

k+1

†
ψ

(k)
nk ,

the brackets [, ] means a commutator:
〈nk+1|

[
Hk, n

′
k+1〉

]
=〈nk+1|Hkn

′
k+1〉−〈nk+1|n′

k+1〉Hk.

1: Eq(N):={HnN |nN 〉 − εnN |nN 〉 = 0,
〈ψ(N)

nN |ψ(N)
n′

N
〉 = δnN n′

N
}

2: Eq(N) →{|nN 〉, εnN}
3: for k := N − 1 : 1 step -1
4: Eq(k):={(ε(k+1)

nk+1 − ε
(k)
nk +Hk)〈nk+1|nk〉

+
∑

n′
k+1

〈nk+1|
[
Hk, n

′
k+1〉

]
〈n′

k+1|nk〉=0,
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∑
n′

k+1

∫
dxk〈nk|n′

k+1〉〈n′
k+1|n′′

k〉 = δnkn′′
k
}.

5: Eq(k) →{〈n′
k+1|nk〉, ε(k)

nk }
6: |nk〉 :=

∑
n′

k+1
|n′

k+1〉〈n′
k+1|nk〉

7: end for
8: ψn1 = |n1〉, 2En1 = ε

(1)
n1

Применение и перспективы

В качестве первого шага применения данного
алгоритма рассмотрены модели квантовой точ-
ки (КТ), квантовой проволоки (КП) [2] и кван-
товой ямы (КЯ) [3, 4]. В приближении эффек-
тивной массы уравнение Шредингера для при-
месного электрона, находящегося под действием
магнитного поля, в КТ, КП или КЯ имеет вид

{
1
2µ

(
�̂p− e

c
�A
)2

+ U(�r) − qe2

κrc

}
Ψ = EΨ, (3)

где rc =
√
x2 + y2 + (z − zc)2, q – кулоновский

заряд, zc ∈ [−z0/2, z0/2] – сдвиг заряда q по оси
z для КЯ (zc = 0 для КТ и КП), κ – диэлектри-
ческая проницаемость (для GaAs q = 1, κ =
13.18), µ = βme – эффективная масса электрона,
(для GaAs β = 0, 067), U(�r) – параболический
потенциал с частотой ω = γr0

h̄
µ r2

0
, γr0 ∼ π2/3 –

подгоночный параметр (Модель А):

U(�r) ≡ UА(�r) = µω2(ζ1(x2 + y2) + ζ3z
2)/2, (4)

r0 =
√
ζ1(x2

0 + y2
0) + ζ3z2

0 – радиус КТ (ζ1 = 1,
ζ3 = 1), КП (ζ1 = 1, ζ3 = 0) и КЯ (ζ1 = 0, ζ3 = 1).
Для сравнения используем модели КТ, КП и КЯ
(ζ3 = 1/2) с потенциалом U(�r) (Модель Б)

U(�r) ≡ UБ(�r) = {0, 0 ≤ |�r| < r0; +∞, |�r| ≥ r0}, (5)

U(z) ≡ UБ(z) = {0, |z| < z0/2; +∞, |z| ≥ z0/2}.

Направление оси z выбрано вдоль магнитно-
го поля �H с вектор-потенциалом �A = 1

2
�H ×

�r, используются приведенные атомные единицы
(a∗B = 102 Å, Ry∗ = 5.2 МэВ) и безразмерный
параметр γ = H/H∗

0 , где H∗
0 = 6 Тл. Уравнение

(3) при заданном магнитном числе m имеет вид
(

1
g3s(xs)

Ĥ2(xf ;xs)+Ĥ1(xs)−2E
)
Ψ(xf , xs)=0, (6)

Ĥ2=− 1
g1f(xf )

∂

∂xf
g2f (xf )

∂

∂xf
+V̂f(xf )+V̂fs(xf , xs),

Ĥ1 = − 1
g1s(xs)

∂

∂xs
g2s(xs)

∂

∂xs
+V̂s(xs).

В силу (2), Ĥ2 ≡ Ĥ2(xf ;xs) = g3s(xs)H2(xf ;xs)
и Ĥ1 ≡ Ĥ1(xs) = H1(xs) – гамильтонианы
быстрой и медленной подсистем, V̂fs(xf , xs) =

g3s(xs)Vfs(xf , xs) – кулоновский потенциал в ци-
линдрических и сферических координатах:

Vfs(xf , xs) = − q√
ρ2 + (z − zc)2

= − q

rc
.(7)

В цилиндрических координатах для КТ и КП
xf = ρ, xs = z, g1f (xf ) = g2f (xf ) = ρ, g1s(xs) =
g2s(xs) = g3s(xs) = 1 (Модель А):

V̂f (xf ) =
m2

ρ2
+ γm+

1
4
γ2ρ2 + ζ1ω

2ρ2, (8)

V̂s(xs) = ζ3ω
2z2.

Для КЯ xf = z, xs = ρ, g1f (xf ) = g2f (xf ) = 1,
g1s(xs) = g2s(xs) = ρ, g3s(xs) = 1,

V̂f (xf ) = ζ3ω
2z2, (9)

V̂s(xs) =
m2

ρ2
+ γm+

1
4
γ2ρ2 + ζ1ω

2ρ2.

В сферических координатах xf = ηc, xs = rc,
g1f(xf ) = 1, g2f (xf ) = (1−η2

c), g1s(xs) = g2s(xs) =
r2c , g3s(xs) = r2c (Модель А)

V̂f (xf ) =
m2

1 − η2
+ 2pγm+ α(1 − η2

c ) − bηc + f,(10)

V̂s(xs) = βr4c ,

где α = p2, p = γr2c/2, b = f = 0, β = ω2 для КТ
(β = 0 для КП) и α = −c2, c = ωr2c , b = −2ωzcr

3
c ,

f = ωzcr
2
c , β = 0, γ = 0 для КЯ.

Решение задачи (6) ищем в виде разложения

Ψi(xf , xs) =
jmax∑
j=1

Φj(xf ;xs)χ
(i)
j (xs). (11)

по решениям задачи для быстрой подсистемы
{
Ĥ2(xf ;xs) − Êi(xs)

}
Φi(xf ;xs) = 0, (12)

〈Φi|Φj〉=
xmax

f∫
xmin

f

Φi(xf ;xs)Φj(xf ;xs)g1f (xf )dxf =δij . (13)

Подставляя разложение (11) в уравнение (6)
с учетом (12) и (13), (на шаге 4 Алгоритма
MSGKM при N = 2, k = 1) получаем систему
ОДУ для медленной подсистемы относительно
вектор-функции χ(i)(xs) = {χ(i)

j (xs)}jmax
j=1 :

Hχ(i)(xs) = 2Ei Iχ(i)(xs), (14)

H=− 1
g1s(xs)

I
d

dxs
g2s(xs)

d

dxs
+V̂s(xs)I+U(xs)

+
g2s(xs)
g1s(xs)

Q(xs)
d

dxs
+

1
g1s(xs)

dg2s(xs)Q(z)
dxs

.
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Здесь U(xs) = UT (xs) и Q(xs) = −QT (xs) – мат-
рицы размерности jmax × jmax:

Uij(xs)=
1

g3s(xs)
Êi(xs)δij +

g2s(xs)
g1s(xs)

Wij(xs), (15)

Wij(xs) =

xmax
s∫

xmin
s

∂Φi(xf ;xs)
∂xf

∂Φj(xf ;xs)
∂xf

g1s(xs)dxs,

Qij(xs) = −
xmax

s∫
xmin

s

Φi(xf ;xs)
∂Φj(xf ;xs)

∂xf
g1s(xs)dxs.

Решения дискретного спектра подчиняются кра-
евым условиям для xs = z

χ(i)(xmin
s ) = 0, χ(i)(xmax

s ) = 0, (16)

краевым условиям для xs = ρ или xs = r

lim
xs→xmin=0

g2s(xs)
dχ(i)(xs)
dxs

= 0, χ(i)(xmax
s ) = 0, (17)

и условиям ортонормировки

xmax
s∫

xmin
s

(χ(i)(xs))T χ(j)(xs)g1s(xs)dxs = δij . (18)

Для модели Б потенциалы V̂s(xs) = 0 и V̂f (xf ) =
0 и используются: условия (17) при rmax = r0
для (14), (18) в КТ, и условия (16) при s ↔ f ,
zmin = −z0/2, zmax = z0/2 для (12), (13) в КЯ.

Рис. 1: Зависимости энергии связи электронаEB/E∗
R

от магнитного поля a∗
H/a∗

B = 1/
√

γ, 1 ≤ γ ≤ 11 при
q = 1, m = 0 и фиксированном r0 = a∗

B радиусе КТ:
1 и 4 – примесный электрон (Модель А) при наличии
ограничивающего потенциала с частотой ω = 1/r2

0 и
ω = π2/(3r2

0); 3 – примесный электрон в КТ (Модель
Б), 2 – примесный электрон без ограничивающего по-
тенциала (Модель А, ω = 0)
Представленные ниже результаты решения за-

дачи на собственные значения (6)–(12) в сфери-
ческих и цилиндрических координатах получе-
ны с помощью программ ODPEVP и KANTBP
(см. О. Чулуунбаатар и др. в данном сборнике).

Рис. 2: Зависимости энергии связи электрона EB/E∗
R

от радиуса КТ при фиксированном γ = 1

Энергия связи примеси, EB = E0−E1, определя-
ется как разность между энергиями электрона в
параболической КТ без примеси E0 (q = 0) и с
примесью E1(q = 1).
На Рис. 1 и 2 представлены зависимости

EB (aH) при фиксированном r0 = a∗B и EB (r0)
при фиксированном H = H∗

0 = 6 Tл. Как вид-
но из Рис. 1 при увеличении H (уменьшении
aH) энергия связи растёт, поскольку задача при-
ближается к одномерной. Из Рис. 2 видно, что
с уменьшением r0 энергия связи EB(r0) увели-
чивается, т.к. уменьшается область локализации
электрона вокруг примесного центра. Из сравне-
ния кривых 1, 4 и 3 на Рис. 1, и кривых 1, 2 и 3 на
Рис. 2 видно, что параметр γr0 = π2/3 обеспечи-
вает качественное согласование моделей А и Б.
На Рис. 3 представлены верхние и нижние

оценки энергии связи EB примесного электрона
в КЯ, соответственно, для моделей А (в сфери-
ческих координатах) и Б (в цилиндрических ко-
ординатах) при γ = 0 в зависимости от положе-
ния примеси zc, их сходимость по числу базисных
функций в разложении (11) и сравнение с вариа-
ционными оценками. Как видно из Рис. 3 разло-
жение (11) в цилиндрических координатах име-
ет более низкую скорость сходимости, что свя-
зано с не выполнением условий типа Като [4] в
окрестности точки z = 0. На Рис. 4 и 5 представ-
лены волновые функции основного примесного
состояния КЯ, соответственно, для моделей А и
Б. Из рисунков виден сдвиг максимума волно-
вой функции, соответствующий сдвигу кулонов-
ского центра zc. Полученные оценки позволяют
выявить возможные границы интервалов резо-
нансной энергии фотона Eph = h̄ωph, в которых
будут находиться максимальные значения коэф-
фициента примесной фото-абсорбции K (ωph) в
зависимости от положения примеси в КЯ, изме-
ряемого в эксперименте [5].
Можно ожидать, что предлагаемый подход (2)

в многомерном случае (N ≥ 3) позволит повы-
сить точность вычисления параметрических ба-
зисных функций, их производных по параметрам
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Рис. 3: Зависимость вычисленной энергии связи
EB/Ry∗ = −(2E(zc) − E1(∞))/Ry∗ КЯ от положе-
ния кулоновской примеси zc, числа базисных функ-
ций jmax, а также в грубом адиабатическом (upper
ad) и адиабатическом приближении (lower ad) и её
сравнение с вариационным расчётом (var): Модель
А при q = 1, m = 0, ω = 3 в сферических координа-
тах и модель Б при q = 1, m = 0, z0 = 1 в цилин-
дрических координатах, верхняя и нижняя панель,
соответственно

и матричных элементов, подобных (12), (15), и
сократить компьютерные ресурсы для их вычис-
ления, используя MPI и GRID технологии.
Работа выполнена в рамках протокола 3967-3-

6-09/11 о сотрудничестве ОИЯИ с РАУ в области
динамики конечномерных квантовых моделей и
наноструктур во внешних полях.
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