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Схема решения краевых задач
методом Канторовича (МК)

В ряде случаев малочастичные квантово-меха-
нические задачи сводятся к решению многомер-
ного стационарного уравнения Шредингера для
волновой функции Ψ(r,Ω):

H(r,Ω)Ψ(r,Ω) = EΨ(r,Ω), (1)

H(r,Ω) = − 1
f1(r)

∂
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∂
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Здесь Λ̂2
Ω – самосопряженный дифференциаль-

ный оператор эллиптического типа с частными
производными в конечной области X̂ ⊂ Rd−1,
Ω = {Ωj}d−1

j=1 ∈ X̂ – набор независимых пере-
менных, r ∈ (r1, r2) ∈ B ⊂ R1 – независимая
переменная, X = B ⊗ X̂ ⊂ Rd – конечная об-
ласть координатного пространства Rd; E – спек-
тральный параметр, соответствующий энергии
квантовой системы. Предполагается, что функ-
ции f1(r) > 0, f2(r) > 0, f3(r) > 0, ∂rf2(r), U(r,Ω)
и ∂rU(r,Ω) – непрерывны и ограничены при всех
(r,Ω) ∈ X . Предполагается также, что самосо-
пряженный оператор L(Ω; r) = −Λ̂2

Ω + U(r,Ω)
имеет только дискретный вещественный спектр
ε(r).
Решение Ψ(r,Ω) ∈ L2(X) уравнения (1) подчи-
няется краевым условиям третьего рода:

µl
∂Ψ(rl,Ω)

∂r
− λl Ψ(r,Ω) = 0, Ω ∈ ∂X̂ ∪ X̂, l = 1, 2;

a
∂Ψ(r,Ω)
∂n

− b(r)Ψ(r,Ω) = 0, Ω ∈ ∂X̂, r ∈ [r1, r2],(2)

где µ1, λ1, µ2, a – вещественные константы; λ2 ≡
λ2(r2) – вещественная функция, зависящая от r2;
µ2

l + λ2
l �= 0; функции b(r), ∂rb(r) – непрерывны

и ограничены; n – единичный вектор нормали к
границе ∂X̂ области X̂ .
В МК решение Ψ(r,Ω) ищется в виде разложе-
ния по однопараметрическому набору базисных
функций {ψj(Ω; r)}jmax

j=1 ∈ Fr ∼ L2(X̂):

Ψ(r,Ω) =
∑jmax

j=1
ψj(Ω; r)χj(r). (3)

В разложении (3) вектор-функция χ(r) =
(χ1(r), . . . , χjmax(r))

T – искомая. Базисные функ-

ции ψj(Ω; r) – решения параметрической задачи
на собственные значения

L(Ω; r)ψj(Ω; r) = εj(r)ψj(Ω; r), (4)

a
∂ψj(Ω; r)

∂n
− b(r)ψj(Ω; r) = 0, Ω ∈ ∂X̂, r ∈ [r1, r2].

Они образуют ортонормированный базис по на-
бору переменных Ω ∈ X̂ для каждого значения
r ∈ (r1, r2) ∈ B:

∫
X̂

ψj(Ω; r)ψj(Ω; r)dΩ = 1. (5)

Здесь ε1(r) < · · · < εjmax(r) < · · · ∈ ε(r) – иско-
мый набор вещественных собственных значений,
расположенных в порядке возрастания.
В результате проецирования (3)–(5) задача (1),
(2) сводится к задаче на связанные состояния
(относительно искомых E,χ(r)) или к многока-
нальной задаче рассеяния (относительно набо-
ра искомых {λ2,io}No

io=1, {χio
(r)}No

io=1 при фикси-
рованном значении E) для системы из jmax обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ)

H(r)χ(r) = Eχ(r), (6)
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(
I
d
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)
χ(r) − λlχ(r) = 0, r = rl, (7)

где I – единичная матрица, H(r) – самосопря-
женный матричный оператор:
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f1(r)
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d

dr
f2(r)

d
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+ V(r)

+
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d
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+
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Собственная функция χ(r) задачи на связанные
состояния (6)–(8) нормирована:

‖χ(r)‖0 = 1, ‖χ(r)‖2
0 =

∫ r2

r1

f1(r)χ(r)Tχ(r)dr. (9)

Для многоканальной задачи рассеяния (6)–(8)
число открытых каналов No = max j ≤ jmax

определяется условием E ≥ limr2→∞ Vjj(r2), ес-
ли limr2→∞ f2(r2)/f1(r2) = const, а нормировкa
решения Φ(r) = {χio

(r)}No

io=1 – условием:

Φ(r2) = Φreg(r2) + Φirr(r2)K, (10)
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где K – искомая матрица реакции размерностью
No ×No, а Φreg(r) и Φirr(r) – асимптотики регу-
лярных и нерегулярных решений уравнения (6).
В системе (8) переменные элементы матриц

V(r) и Q(r) размерностью jmax × jmax опреде-
ляются формулами

Vij(r)=Vji(r)=
εi(r) + εj(r)

2f3(r)
δij +

f2(r)
f1(r)

Wij(r),

Wij(r)=Wji(r)=
∫

X̂

∂ψi(Ω; r)
∂r

∂ψj(Ω; r)
∂r

dΩ, (11)

Qij(r)=−Qji(r)=−
∫

X̂

ψi(Ω; r)
∂ψj(Ω; r)

∂r
dΩ.

Производная от собственной функции
∂rψj(Ω; r) ∈ Fr ∼ L2(X̂) – решение пара-
метрической неоднородной краевой задачи,
получаемой дифференцированием по параметру
задачи (4), (5):

(L(Ω; r) − εj(r))
∂ψj(Ω; r)

∂r

=
(
∂εj(r)
∂r

− ∂L(Ω; r)
∂r

)
ψj(Ω; r), (12)

a
∂2ψj(Ω; r)
∂r∂n

− b(r)
∂ψj(Ω; r)

∂r

=
∂b(r)
∂r

ψj(Ω; r), Ω ∈ ∂X̂, r ∈ [r1, r2],∫
X̂

ψj(Ω; r)
∂ψj(Ω; r)

∂r
dΩ = 0.

Реализация МК приводит к необходимости
разработки эффективных вычислительных схем
для решений следующих проблем:
Проблема 1. Вычисление конечного набора
собственных значений и собственных функций
параметрической краевой задачи (4), (5).
Проблема 2. Вычисление первой производной
собственных функций по параметру из неодно-
родной краевой задачи (12).
Проблема 3. Вычисление элементов матриц
Q(r) и V(r) по формулам (11).
Проблема 4. Решение задачи на связанные
состояния для системы ОДУ (6)–(9).
Проблема 5. Решение многоканальной задачи
рассеяния для системы ОДУ (6)–(8), (10).

Методы решения и комплексы
программ

Разработаны эффективные вариационно-
проекционные вычислительные схемы и эко-
номичные алгоритмы для численного решения
проблем 1–5 на основе теории R-матрицы,
асимптотических методов и метода конечных
элементов (МКЭ).

Созданы проблемно-ориентированные ком-
плексы программ KANTBP [1, 2], ODPEVP [4]
POTHMF [3].
Комплекс программ KANTBP назначен для
численного решения проблем 4 и 5. Постро-
енная численная схема обеспечивает известные
оценки следующих погрешностей численного ре-
шения на неравномерной сетке Ωp

rh
[r1, r2]:

∣∣Ej − Eh
j

∣∣ ≤ c1h
2p,

∥∥χj(r) − χh
j

∥∥
0
≤ c2h

p+1, (13)

где Ej и χj(r) ∈ H2 – искомые собственные
значения и соответствующие собственные функ-
ции задачи на связанные состояния; Eh

j и χh
j ∈

H1 – соответствующие численные решения; h
– максимальный шаг конечноэлементной сетки
Ωp

rh
[r1, r2]; p – порядок аппроксимации; а c1 и c2

– положительные константы, не зависящие от h и
p. Подобные оценки верны также для численного
решения многоканальной задачи рассеяния, где
λh

j – собственные значения матрицы реакции, а
χh

j – соответствующие собственные функции.
Комплекс программ ODPEVP в рамках про-

блем 1–3 ориентирован для численного ре-
шения однопараметрической задачи Штурма–
Лиувилля на конечном интервале z ∈ Ω̄z =
(z1, z2):

(
− 1
g1(z)

d

dz
g2(z)

d

dz
+ U(r, z)

)
ψj(z; r)

= εj(r)ψj(z; r). (14)

Здесь r ∈ Ωr = [r1, r2] – вещественный параметр,
εj(r) – собственные значения, зависящие от пара-
метра r. Предполагается, что функции g1(z) > 0,
g2(z) > 0, dzg2(z), U(r, z) и ∂rU(r, z) – непрерыв-
ны и ограничены при всех z ∈ Ω̄z и r ∈ Ωr. Пара-
метрические собственные функции ψj(z; r) под-
чиняются краевым условиям третьего рода на
концах интервала z ∈ Ω̄z:

alg2(z)
dψj(z; r)

dz
+ bl(r)ψj(z; r) = 0,

z = zl, l = 1, 2, (15)

и удовлетворяют условию нормировки

‖ψj(z; r)‖0 = 1, ‖v(z)‖2
0 =

∫ z2

z1

g1(z)v(z)2dz. (16)

Здесь a1 ≥ 0, a2 ≥ 0 – вещественные константы,
функции b1(r) ≤ 0, b2(r) ≥ 0, ∂rb1(r) и ∂rb2(r)
– непрерывны и ограничены при r ∈ Ωr, a2

l +
b2l (r) �= 0.
Представлен экономичный алгоритм вычисле-
ния с заданной точностью набора jmax собствен-
ных значений, собственных функций и их первых
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производных по параметру r и интегралов

Wij(r) =
∫ z2

z1

g1(z)
∂ψi(z; r)

∂r

∂ψj(z; r)
∂r

dz, (17)

Qij(r) = −
∫ z2

z1

g1(z)ψi(z; r)
∂ψj(z; r)

∂r
dz.

В МКЭ для численного решения εhj и ψ
h
j дока-

заны следующие оценки погрешностей:
∣∣εj(r) − εhj

∣∣ ≤ c1h
2p,

∥∥∥ψj(z; r) −ψh
j

∥∥∥
0
≤ c2h

p+1, (18)

где εj(r) и ψj(z; r) ∈ H2 – точные решения; εhj и
ψh

j ∈ H1 – соответствующие численные решения;
h – максимальный шаг конечноэлементной сетки
Ωp

zh
[zmin, zmax]; p – порядок аппроксимации; c1 и

c2 – положительные константы, не зависящие от
h и p.
Доказано, что имеет место следующая оценка:
Теорема. При заданном значении параметра

r погрешности аппроксимаций первой производ-
ной по параметру от собственных значений,
собственных функций краевой задачи (14), (15),
и интегралов (17) ограничены неравенствами:∣∣∣∣∣

∂εj(r)
∂r

− ∂εhj
∂r

∣∣∣∣∣ ≤ c3h
2p,

∥∥∥∥∥
∂ψj(z; r)

∂r
− ∂ψh

j

∂r

∥∥∥∥∥
0

≤ c4h
p+1, (19)

∣∣Qij(r) −Qh
ij

∣∣ ≤ c5h
2p,

∣∣Wij(r) −Wh
ij

∣∣ ≤ c6h
2p,

где ∂rεj(r) и ∂rψj(z; r) ∈ H2, Qij(r) и Wij(r) –
точные функции; ∂rε

h
j и ∂rψ

h
j ∈ H1, Qh

ij и Wh
ij

– соответствующие численные значения; c3, c4,
c5 и c6 – положительные константы, не зави-
сящие от h и p.
Представленные выше комплексы программ
KANTBP и ODPEVP позволяют решать с задан-
ной точностью краевую задачу для двумерного
уравнения эллиптического типа в рамках МК с
дискретизацией последовательности краевых за-
дач МКЭ. Комплекс программ POTHMF пред-
назначен для численного решения проблем 1–3
для угловых сплюснутых сфероидальных функ-
ций.

Перспективы и применение
Комплексы программ KANTBP1 2, POTHMF3

и ODPEVP4 с полным описанием и тестовыми
примерами сданы в библиотеку программ жур-
нала Computer Physics Communication. К этим

1http://cpc.cs.qub.ac.uk/summaries/ADZH_v1_0.html
2http://cpc.cs.qub.ac.uk/summaries/ADZH_v2_0.html
3http://cpc.cs.qub.ac.uk/summaries/AEAA_v1_0.html
4http://cpc.cs.qub.ac.uk/summaries/AEDV_v1_0.html
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Рис. 1: Зависимость скорости лазерно-
стимулированной рекомбинации на один антипротон
по отношению к начальной энергии позитрона E
(при Z = 1, m = 0): λSRR при γ = 2.595 × 10−5

(H ≈ 6 Tл) (сплошная линия), λRR при γ = 0
(пунктирная линия)
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Рис. 2: Коэффициенты прохождения |T̂|2 и отраже-
ния |R̂|2 при Z = 1, m = 0 и γ = 1 × 10−1

программам с сентября 2007 г., с января 2008 г.
и с июля 2009 г. по сентябрь 2009 г. было офици-
ально зарегистрировано 289, 131 и 36 обращений
пользователей, соответственно.
Эффективность разработанных методов, алго-
ритмов и созданных комплексов программ под-
тверждена результатами численного анализа по-
лученных теоретических оценок погрешности ре-
шений краевых задач и результатами моделиро-
вания следующих физических процессов в мало-
частичных квантовых системах:

(а) Проведено численное исследование моде-
ли резонансного механизма фотоионизации и
лазерно-стимулированной рекомбинации атома
водорода в однородном магнитном поле γ =
H/H0 (см. рис. 1). Впервые предсказаны эффек-
ты резонансного прохождения и полного отраже-
ния разноименно заряженных частиц в однород-
ном магнитном поле [5, 6] (см. рис. 2, 3).

(б) Выполнено численное исследование моде-
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Рис. 3: Профили абсолютных значений волновых
функций |Ψ(−)

Em→| на zx плоскости при Z = 1, m = 0
и γ = 1 × 10−1. Энергия E = 0.05885 а.е. соот-
ветствует энергии резонансного прохождения (а), а
E = 0.11692 а.е. – энергии полного отражения (б).
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Рис. 4: Суммарный коэффициент усиления K(E) =
|Ψ(2E, r = 0, γ)|2/|Ψ(2E, r = 0, γ = 0)|2 (сплошная
линия) и парциальные вклады (пунктирные линии)
открытых каналов io = 1÷10 в зависимости от E при
q = −Z = 6 и γ = 1 (в масштабированных единицах)

ли осевого каналирования одноименно заряжен-
ных частиц в эффективном осцилляторном по-
тенциале кристалла с частотой γ. Выявлен немо-
нотонный характер зависимости от энергии E
столкновения коэффициента усиления скорости
ядерной реакции K(E), обусловленный впервые
предсказанными резонансными эффектами от-
ражения и прохождения каналированных ионов
[7, 8] (см. рис. 4, 5).

Рис. 5: Диагональные элементы амплитуд прохож-
дения |T |2ioio

и отражения |R|2ioio
, соответствующим

первым девяти открытым каналам (io = 1÷ 9), в за-
висимости от энергии (2E) для q = −Z = 6 и γ = 1
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