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Предметом исследования являются двухком-
понентные системы связанных нелинейных диф-
френциальных уравнений
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в частных производных эволюционного типа.
Здесь все коэффициенты постоянны. Члены при
коэффициентах a описывают процесс диффузии,
при коэффициентах b - нелинейности бюргерсов-
ского типа, которые описывают гидродинамиче-
скую составляющую процессов в двухкомпонент-
ной среде. Нелинейные функции от динамиче-
ских переменных W описывают процессы взаи-
модействия компонент среды. По всем повторя-
ющимся индексам производится суммирование
от 1 до 2. В рамках испльзуемых нами мето-
дов аналитическогоко исследования этих нели-
нейных моделей, возможно рассматривать толь-
ко полиномы по W не выше третьего поряд-
ка. Однако и такого, кубического приближения
уже оказывается достаточно для описания мно-
гих приложений в области физики, химии, био-
логии, экономике и т. п. Многочисленные приме-
ры и обширную библиографию на эту тему мож-
но найти например в книге [1]. Такие нелиней-
ные модели мы будем в дальнейшем называть
моделями типа ”ракция-дрейф- диффузия” или
моделями РДД. В этих моделях нас прежде все-
го интересуют решения описывающие локальные
устойчивые неоднородности. Наиболее простыми
функциями для описания таких решений могут
послужить дробно рациональные по X функции.
Простейшая из них - это функция типа функ-

ции Рунге:

f1 (T )X + f2 (T )
X2 + f3 (T )X + f4 (T )

,

где все fk (T ) являются функциями от T с огра-
ничениями:
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0 ≤ T < +∞ =⇒ f2
3 − 4f4 < 0 , (4)

где Ck− константы.
На сегодняшний день нельзя с полной уве-

ренностью утверждать, что аналитическое реше-
ние можно получить при любых значениях ко-
эффициентов модели (1-2). Однако, как выясне-
но в работе [2], при специальном выборе огра-
ничений на коэффициенты, мы получаем част-
ный случай двухкомпонентной модели РДД, до-
пускающий линеаризацию посредством аналога
подстановки Коула-Хопфа. Для двухкомпонент-
ных сред, согласно работе [2], получаем частный
случай модели РДД:
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все решения которой выражаются достаточно
просто:
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где функции U и V суть решения линейной си-
стемы уравнений
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Остается только решить линейную систему
(7-8) при определенных начальных условиях.
Хорошо известна формула общего решения:(
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(Без ограничения общности мы здесь еще поло-
жили равными нулю следы матриц B̂ Ĉ .)
Оказалось, что для получения решений ти-

па функций Рунге с требуемыми свойствами ло-
кальных неоднородностей, достаточно рассмот-
реть начальные условия линейной системы (7-8)
в виде квадратичных полиномов по X(
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)
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В этом случае нет необходимости полностью
вычислять явный вид оператора exp

(
tL̂

)
. До-

статочно найти его разложение по степеням ∂
∂X

с точностью до второго порядка. Это удалось
успешно осуществить на основе метода, приме-
ненного в работе [3]. В итоге мы получили яв-
ное выражение для решения линейной системы с
квадратичными начальными условиями общего
вида. Наличие большого количества параметров,
как самой исходной системы, так и свободных па-
раметров начальных условий приводит к через-
вычайно громоздкому виду общего решения и мы
не будем его приводить в настоящем кратком со-
общении. Заметим только, что при определенных
соотношениях на параметры получаются реше-
ния солитонного типа для модели РДД. В то же
время наличие большого количества параметров
позволяет выбрать из полученного общего реше-
ния нужные нам. Т. е. мы можем из общего вида
определить условия на параметры приводящие
к устойчивым локальным неоднородностям. Вот
эти условия:

b1b2 + b2 + (a21 + a12 + a11 + a22) k =
(a12 + a22 − a11 − a21) , (9)

2cb + b2 (c + k) = b1 (c − k) , (10)

k > 0. (11)

Однако и при этих упрощениях решение оста-
ется достаточно громоздким. Для большей на-
глядности, хотя и с потерей общности, но остав-
ляя при этом в рассмотрении главный нетриви-
альный момент (локальную устойчивую неодно-
родность), приведем здесь в качестве примера в
явном виде частный случай со следующими до-
полнительными ограничениями:

a12 = a21 = b = b1 = b2 = 0. (12)

Введем еще переобозначение: a11 = a1, a22 =
a2 . Тогда условие (9) упрощается

(a2 − a1) c = (a1 + a2) k. (13)

Решение этого упрощенного условия можно за-
писать так:
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1
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Теперь для упрощенной нелинейной модели
РДД
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У нас получается решения обозримого вида
(17-18).
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При этом k > 0 =⇒ λ (a1 − a2) < 0. Дискри-
минант знаменателя должен быть строго мень-
ше нуля в течении всего времени (0 ≤ T < +∞):
q2 − 4
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)

< 0, поэтому
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если 4 p
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если 4 p
λ ≤ 0 , то q2 − 4s < 4 p

λ . (20)

Ограничения на константы в начальных усло-
виях довольно слабые и любые решения (с уче-
том этих ограничений) с начальными условиями
вида
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,
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стремятся на бесконечности по времени к одному
и тому же устойчивому состоянию
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Рис. 1: Семейство W (X,T = N
10−N

)

Рис. 2: Семейство Q(X, T = N
10−N

)

Напомним этапы упрощений.
1. Первое ограничение (5 - 6) на произвол в ко-

эффициентах РДД (1 - 2) связано с применением
метода, изложенного в работе [2].
2. Вторая группа ограничений (9 - 11) связана

с нашим желанием получить систему РДД (15 -
16), в которой имеются решения описывающие
локальные устойчивые неоднородности в терми-
нах дробно рациональных функций самого про-
стого вида.
3. И последняя группа ограничений связа-

на с нашим желанием продемонстрировать про-
стейший нетривиальный вариант решений (17 -
18), описывающих устойчивую локальную неод-
нородность.
На рисунках 1 и 2 показаны семейства гра-

фиков W (X, T ) и Q(X, T ) при a1 = 1, a2 = 2,
c = 3/2, k = 1/2 с начальными распределениями

W (X, T = 0) =
1

1 + 25X2
,

Q(X, T = 0) =
−1 − 50X

1 + 25X2

Здесь W (X, 0) - классическая функция Рунге.
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