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Условие сепарабельности смешанных состояний
2-х кубитов сформулировано в виде системы полино-
миальных неравенств на инварианты присоединен-
ного действия группы SU(2) ⊗ SU(2) на простран-
стве матриц плотности, т.е., неотрицательно опреде-
ленных эрмитовых 4 × 4 матрицах.

Согласно постулату квантовой теории про-
странство состояний H композиционной систе-
мы, представляющей собой объединение систем
A и B , является подпространством тензорного
произведения гильбертовых пространств HA и
HB соответствующих подсистем:

H ⊂ HA ⊗HB . (1)

Это определение в сочетании с принципом су-
перпозиции допускает существование в объеди-
ненной системе корреляций, которые не имеют
классического аналога. Классически мыслимые
корреляции между подсистемами реализуются
для так называемых сепарабельных состояний.
Смешанное состояние �, соответствующее объ-
единению систем A и B является сепарабельным
если матрица плотности � может быть представ-
лена (не обязательно единственным образом) как
выпуклое множество произведений состояний [1]:

� =
M∑

j=1

ωj �A
j ⊗ �B

j , ωj ≥ 0 ,

M∑
j=1

ωj = 1 ,

(2)
индивидуальных матриц плотности подсистем,
�A

i и �B
i . Состояния, не представимые в виде

(2), принято называть запутанными или сцеп-
ленными (entangled).
В настоящей заметке мы обсудим вопрос об

алгебраическом критерии представимости мат-
рицы плотности 2-х кубитной системы в сепара-
бельной форме (2). Поскольку свойство сепара-
бельности, запутанности, матрицы плотности 2-х
кубитов является инвариантом относительно ло-
кальных унитарных преобразований , действую-
щих независимо на матрицы плотности каждой
из подсистем

� → �′ = SU(2)† ⊗ SU(2)† � SU(2) ⊗ SU(2) , (3)

то критерий должен допускать формули-
ровку непосредственно в терминах инва-
риантов присоединенного действия группы

SU(2)⊗ SU(2). Далее будет показано, что дей-
ствительно, для смешанных состояний 2-х
кубитов известный критерий сепарабельности
Переса–Городецки [2, 3] может быть представ-
лен в форме условий выполнимости системы
полиномиальных неравенств на SU(2) ⊗ SU(2)
скаляры в обертывающей алгебре SU(4).

Наиболее общее состояние n-уровневой кван-
товой системы, смешанное состояние, задается
n × n комплексной матрицей, матрицей плотно-
сти � [4, 5], которая должна:

� быть эрмитовой – � = �+ ,

� иметь единичный след – Tr(�) = 1 ,

� быть неотрицательно определенной –�≥0 .

Первые два условия могут быть легко реализо-
ваны в виде разложения матрицы плотности по
базису алгебры su(n) . Так для двух кубитов мат-
рица плотности допускает разложение в форме:

ρ =
1
4

(
I4 +

√
6 �η · �λ

)
. (4)

В представлении (4) матрицы {λi}15
i=1 составля-

ют базис алгебры Ли su(4), а коэффициенты раз-
ложения �η = {η1, . . . , η15} ∈ R

15, образуют так
называемый вектор Блоха.
Третье из перечисленных выше условий на

матрицу плотности, требование ее неотрицатель-
ности, определяет допустимую область значений
вектора �η. Эта область представляет собой полу-
алгебраическое многообразие в R

15, задаваемое
системой полиномиальных неравенств на компо-
ненты �η. Для вывода этих неравенств исполь-
зуем тот факт, что неотрицательность эрмито-
вой матрицы можно сформулировать в терминах
коэффициентов Sk характеристического уравне-
ния

|I4 x − ρ| = x4 − S1x
3 + S2x

2 − S3x + S4 = 0 (5)

как условие их неотрицательности [6],[7]

Sk ≥ 0 , k = 1, . . . , 4. (6)

Кроме ограничения снизу для коэффициентов Sk

существует и ограничение сверху, вытекающее из

210



Рис. 1: Область определения матрицы плотности
2-х кубитов в пространстве инвариантов

условий нормировки Tr(�) = 1 , Tr(�k) ≤ 1 ,
при k ≥ 2. Заметим, что знак равенства соответ-
ствует случаю чистых состояний и максималь-
ные значения Sk достигаются при равных соб-
ственных значениях матрицы плотности.
Условия (6) инвариантны относительно присо-

единенного действия группы SU(4) и могут быть
записаны в терминах соответствующих инвари-
антов обертывающей алгебры

C2 = �η · �η , C3 =

√
3
2

dijkηiηjηk ,

C4 =
3
2

dijkdlmkηiηjηlηm , (7)

где dijk - полностью симметричные структурные
константы алгебры su(4). Как показывает пря-
мой расчет

S2 =
3
8
(1 − C2) , S3 =

1
16

(1 − 3C2 + 2C3) ,

S4 =
1

256
((1 − 3C2)2 + 8C3 − 12C4) . (8)

Таким образом окончательно имеем следующую
систему неравенств

0 ≤ C2 ≤ 1 ,
0 ≤ 3C2 − 2C3 ≤ 1 ,

0 ≤ (1 − 3C2)2 + 8C3 − 12C4 ≤ 1 .
(9)

Система (9) определяет область допустимых зна-
чений инвариантов. Не приводя аналитических
выражений для ее границ, дадим для нагляд-
ности лишь ее графическое представление, см.
Рис.1.

Для формулировки критерия сепарабельности
введем понятие частичного транспонирования.
Частичное транспонирование 2-х кубитной мат-
рицы плотности ρ определяется как операция
транспонирования T в одной из подсистем, на-
пример в подсистеме B:

ρTB = I ⊗ T ρ . (10)

Заметим, что под действием транспонирования
матрицы Паули преобразуются следующим обра-
зом T (σ1, σ2, σ3) → (σ1,−σ2, σ3) .
Критерий Переса–Городецки: заданное 2-х

кубитное состояние ρ является сепарабельным
тогда и только тогда, когда частично транспо-
нированная матрица плотности ρTB является
неотрицательно определенной.
Для проверки сепарабельности матрицы плот-

ности с использованием операции частичного
транспонирования удобной формой представле-
ния является ее разложение по базису тензорного
произведения su(2) ⊗ su(2)

ρ =
1
4

[
I2 ⊗ I2 +

3∑
i=1

ai σi ⊗ I2

+
3∑

i=1

bi I2 ⊗ σ +
3∑

i=1

3∑
j=1

cij σi ⊗ σj , (11)

где элементы базиса алгебры su(2) выбраны в ви-
де σ-матриц Паули, коэффициенты �a и�b являют-
ся 3-х мерными блоховскими векторами индиви-
дуальных кубитов, а вещественная 3×3 матрица
C = (cij) служит корреляционной матрицей.
Применяя операцию частичного транспониро-

вания (10) к разложению (11) находим , что
коэффициенты STB

k характеристического урав-
нения для матрицы ρTB выражаются через
коэффициенты Sk в (8) и инварианты группы
SU(2) ⊗ SU(2)

STB
2 = S2 , STB

3 = S3 − 1
4

det(C) ,

STB
4 = S4 +

1
16

(det(C) − 1
2
I4) , (12)

где
I4 = εijkεαβγaibαcjβckγ . (13)

В силу соотношений (12) и условий (9) неотрица-
тельность частично транспонированной матрицы
будет иметь место при выполнении неравенств

0≤C2≤ 1 ,
0≤3C2 − 2C3 − 4 det(C)≤ 1 ,

0≤(1 − 3C2)2+8C3−12C4+(det(C)− 1
2 I4) ≤ 1 .

(14)
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Таким образом совместная система (9) и (14) да-
ет искомую алгебрическую форму условий сепа-
рабельности смешанных состояний 2-х кубитов в
терминах инвариантов группы SU(2) ⊗ SU(2).
Работа выполнена при поддержке Россий-
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