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Аннотация. В рамках метода базисных элементов

(МБЭ) разработаны алгоритмы кусочно-полиномиальной

аппроксимации (КПА) шестого порядка с автоматическим

обнаружением узлов и среднеквадратичной кусочно-

полиномиальной аппроксимации (СКПА), а также получены

новые формулы для кубической экстраполяции.

Кусочно-полиномиальная аппроксимация вы-

соких порядков, как и сплайны [1], более выгод-

на по сравнению с кусочно-кубической. В зада-

чах, где требуется гладкость не выше C(1), эф-

фективность аппроксимации КПА 6-го порядка

выше чем у кубических сплайнов [2].

В МБЭ конструкция многочлена n-й степени

основана на одной кубической и трех квадратич-

ных параболах (базисных элементах ), заданных

на трехточечной сетке [3]. МБЭ-многочлены об-

ладают полезными свойствами, позволяющими

повысить эффективность методов обработки

данных [2], [3]. Сегментация и сглаживание

кривых актуальны в различных областях совре-

менных технологий.

Кусочная МБЭ-аппроксимация

В [2] приведены формулы для коэффициентов

многочлена f(x) ≈ Dn(x−x0) =
∑n

i=0
di(x−x0)

i,

аппроксимирующего f(x) ее разложением по сте-

пеням (x− x0) на трехточечной сетке ∆3(α, β):

xα = x0 + α < x0 < x0 + β = xβ , где α = xα − x0,

β = xβ − x0, αβ < 0, α < β. Коэффициенты

di = di(α, β; f
(m)
ν ), f

(m)
ν = f (m)(xν), ν = α, β, 0,

m = 0, bn/3c получены в рамках метода базис-

ных элементов (МБЭ).

В случае равномерной сетки ∆3(h = const) для

n = 5 получим: α = −h, β = h и

D5(x−x0) =

5
∑

i=0

di(x−x0)
i, x ∈ [x0−h, x0+h] (1)

с коэффициентами

d0 = f0, d1 = f

′

0,

d2 = [∇2
f(4,−8, 4) + h∇f

′
(1,−1)]/(4h

2),

d3 = [∇f(5,−5) − h∇2(f
′
(1, 8, 1)]/(4h

3),

d4 = [∇2
f(−2, 4,−2) + h∇f

′
(−1, 1)]/(4h

4),

d5 = [∇f(3,−3))f + h∇2
f

′
(1, 4, 1)]/(4h

5), (2)

где ∇φ(I, J) = Iφ
−h + Jφh,

∇2
φ(K, L, M) = Kφ

−h + Lφ0 + Mφh,

φν = φ(x0 + ν), φ = f, f

′
, ν = −h, 0, h; I, J, K, L, M ∈ Z.

В (1)-(2) di зависят от h, f, f
′

в узлах ∆3(h)

и отличаются от коэффициентов f (m)(x0)/m!,

m = 0, 5 в многочлене Тейлора T5(x − x0).

О погрешности МБЭ-аппроксимации

При аппроксимации f(x)) ∈ C на ∆3(h) мно-

гочленом (1)-(2) ошибка ε
D

(x) = |f(x)) − D5(x)|
в узлах сетки ∆3 обращается в нуль, то

есть D(x0 + ν) = f(x0 + ν), ν = −h, 0, h

(рис. 1). Максимальная ошибка на отрезке

[x0 − h, x0 + h] существенно зависит от h,

выбор которого определяется сложностью функ-

ции и ее производной на отрезке [x0 − h, x0 + h].

Рис 1. Поведение ошибок εD(x) = |f −D5| и

εT (x) = |f − T5| (точки) для x ∈ [x0 − h, x0 + h]

Свойство ε
D

(x) → 0, при x → x0 + ν играет

ключевую роль при разработке алгоритмов с

использованием многочленов в форме МБЭ.

Ниже приведены краткое описание и результаты

работы алгоритмов КПА и СКПА.

Алгоритм КПА шестого порядка

Методы и алгоритмы КПА (сегментации) ши-

роко применяются в научных и прикладных ис-

следованиях, в промышленном дизайне и др. Ал-

горитм КПА шестого порядка использует много-

член (1) - (2) в качестве модели локального сег-

мента кривой Sk(x) ≈ f(x), x ∈ [x0k
−hk, x0k

+hk],

k = 1, 2, ... и, в отличие от классической схе-

мы КПА, использует дополнительный узел x0 ∈
[x0 − h, x0 + h]. Коэффициенты dik определяют-

ся по f
(m)

−hk
, f

(m)

0k
, f

(m)

hk
, m = 0, 1 и hk. При этом

непрерывность и гладкость стыковки Sk и Sk+1

обеспечивается условиями

f (m)
(x0k

+hk) ≡ f (m)
(x0k+1

−hk+1),m = 0, 1. (3)
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На рис. 2 приведены результаты работы ал-
горитма КПА, в котором D5(x − x0) и много-
члены Тейлора T5(x − x0) с коэффициентами

f (i)(x
(k)

0 )/i!, i = 0, 5 использованы для сегмента-
ции кривой f(x) = F (x, 0.2), x ∈ [−1.5, 1.5], взя-
той на поверхности Франке [4], в виде суммы че-
тырех гауссовских экспонент:

F (x, y) = 0.75exp(−[(9x − 2)2 + (9y − 2)2]/4) +

0.75exp[−(9x + 1)2/49 − (9y + 1)2)/10] +

0.5exp[−(9x − 7)2 + (9y − 3)2]/4 −

0.2exp[−(9x − 4)2 − (9y − 7)2]. (4)

Качество аппроксимации существенно зависит

от выбора шагов hk, от сложности функции и ее

первой производной.

На шести равномерных сетках ∆3(hk), k = 1, 6

x0k
− hk < x0k

< x0k
+ hk по значениям {fj} и

{f
′

j}, j = 1, 13, заданных в узлах каждой сетки с

шагом h = 0.5 по формулам (1)-(2), с учетом (3),

получены уравнения для 6-ти сегментов (рис.

2а). Приведены графики первых производных

D
′

5k(x − x0) и T
′

5k(x − x0) (рис. 2б) и сегмен-

тация с использованием T5(x − x0) (рис. 2в).

Рис 2. КПА шестого порядка: узлы, сегменты Sk,

ошибка εD(а); S
′

k = D

′

5k и T

′

5k (точки) (б);

T5- сегменты и εT - ошибки (в)

Автоматическое обнаружение узлов

Уравнение сегмента Sj(x) = D5(x − x0j
;dj) ≈

f(x), x ∈ [x0j
−hj , x0j

+hj ], dj = [d0j , d1j , ..., d5j ]
T ,

j = 1, 2, ... использует локальную сетку ∆3(hj).
Условие (3) обеспечивает непрерывность и глад-

кость первого порядка в узлах стыковки. Ошиб-
ка ε

D
(x0j

+ hj) на правой границе j-го сегмен-

та Sj(x) близка к нулю и вычисляется через hj

и f (m)(x0j
+ hj),m = 0, 1. Алгоритм использует

это свойство для обнаружения стыковочных уз-

лов при "сканировании"f(x) с переменным hk =

kh0, k = 1, 2, ..., h0 ¿ hj путем вычисления вели-
чины

λk =
|D5(hk,dk) −D5(hk−1,dk−1)|

|D5(hk,dk) −D5(hk−2,dk−2)|
, k > 2.

В момент перехода через границу λk изменяется

скачком. При λk > T (Т - заданный порог) значе-

ние xh = x0k
+ hk принимается за границу Sj(x).

Подробное описание алгоритма см. в [2].
На рис. 3-4 приведены результаты авто-

матического обнаружения узлов для кусочно-
полиномиальной аппроксимации функции

f(x) =

√

ε(2 + ε)

2π(1 + ε − cos x)
, x ∈ [−3.14, 3.14], (5)

предложенной в работе [1] в качестве те-

ста для оценки ошибок приближения слож-

ных функций В-сплайнами высоких степеней.

Рис 3. Обнаружение узлов для функции (5)(а).

Узлы и сегменты Sj(x), S
′

j(x)(б) и S
′′

j (x)(в).

На графиках (рис. 4) в логарифмическом

масштабе показаны ошибки аппроксимации

функции (5), ее первой и второй производных.

Визуально наблюдается непрерывность и глад-

кость первой производной, почти гладкая вторая

производная с разрывами в трех узлах.

Рис 4. log(|f (m)(x) −D
(m)

5
(x)|, m = 0, 1, 2 для (5)

Все расчеты велись с точностью до десятого

знака, а производные находились численно

f̂
′

ν = [f(xν + %) − f(xν)]/%, ν = −h, 0, h, где % =

10−5. Расчеты даны в табл. 1, где показаны hn,

узлы и коэффициенты d3n
, d4n

, d5n
.

Таблица 1

При ε = 0.05 функция (5) становится бо-

лее трудной для аппроксимации. На рис. 5 при-

ведены результаты сегментации f(x; 0.05), x ∈
[−3.14, 3.14] на равномерной сетке с hn = 0.3 (10

сегментов). Оценка среднеквадратичного откло-

нения (с.к.о.) на выборке из 300 точек (по 30 то-

чек на сегмент) составила σ̂εD = 0.0013 .

Рис.5. КПА шестого порядка функции (5), ε = 0.05,

h=0.3 (а) и графики производных (б) и (в)

Использование МБЭ-многочленов для сред-

неквадратичной аппроксимации (сглаживания)

повышает эффективность алгоритмов в плане
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устойчивости и понижения сложности вычис-

лений. В случае сглаживания шестого поряд-

ка, модель локального сегмента представляется

МБЭ-многочленом в виде

S(x) = w
T
f + b

T
r, (6)

где вектор f = [fα, fβ , f0]
T фиксирован, а

r = [rα, rβ , r0]
T - свободен, w = [w1, w2, w3]

T ,

b = Qw, где Q(x;α, β) и wi(x;α, β) – базисные

элементы. При известной оценке f , МНК-оценка

r̂ определяется на основе устойчивой по отноше-

нию к входным ошибкам, трансформированной

модели u(x) = b
T
r, где u(x) = f(x) − w

T
f ,

полученной модификацией входных данных. В

результате размерность нормальной матрицы

для модели сокращается на три, что повышает

устойчивость расчетов и понижает вычисли-

тельную сложность.

Алгоритм СКПА (среднеквадратичная
кусочно-полиномиальная аппроксимация)

Подробно алгоритм СКПА изложен в [2]. Алго-

ритм среднеквадратичной сегментации выполня-

ется в пять этапов: I)– исходная выборка {f̃i}
N
i=1

разбивается на подвыборки {fjk}
Nk

j=1
, k = 1, 2, ...,

∑

k Nk = N , соответствующие k-му сегменту; II)

– в каждой подвыборке вычисляются реперные

точки fk путем усреднения нескольких соседних

точек; III) – данные подвыборки k-го сегмента Sk

преобразуются по формуле ũjk = f̃jk−w
T
fk ; IV)

– вычисляется МНК-оценка r̂k; V) – подстанов-

кой fk и r̂k в (6) получаем, сглаженный полино-

мом пятой степени, сегмент Sk .

Рис 6. Сглаживание шестого порядка:

(этапы I - III)(а) и (этапы IV - V)(б)

Проверка алгоритма СКПА выполнялась на

выборке точек, рассеянных вблизи кривой f(x) =

25/(x2 + 25) − 0.55sin(x + 2.01)/(x + 2.01), x ∈
[−10, 18], аддитивно искаженной случайными

независимыми ошибками ei ∼ N(0, σ), где σ = 0.1

(рис. 6а). Отрезок разбит на четыре локальных

отрезка [−10,−3], [−3, 4], [4, 11] и [11, 18], внут-

ри которых точки выбраны так, чтобы α = −2

и β = 5. После "оцифровки"кривой с шагом

h = 3/70, получены четыре локальных выборки
⋃4

k=1
{fjk}

175
j=1 = {f̃i}

700
i=1 (этап I). Результаты об-

работки этих данных приведены на рис. 6а, где

показаны узлы, усредненные по 11 соседним точ-

кам (этапы II-III), и гистограмма входных оши-

бок. Графики Ŝk(x), Ŝ
′

k(x) и гистограмма остат-

ков показаны на рис. 6б (этапы IV и V).

На рис. 7 и в табл. 2 приведены резуль-

таты работы алгоритма СКПА для дан-

ных {f̃i = F (xi; 0.2) + ei}
450
i=1, рассеянных

вдоль кривой на поверхности (4) (см. рис.

2), с небольшими ошибками (σ = 0.03).

Рис. 7. СКПА: этапы I-III (a) и IV-V (б)

Значения параметров для ∆3k равны α = −0.2

и β = 0.455 (неравномерная сетка). Численные

значения коэффициентов dik, i = 0, 5, k = 1, 5 и

узлов для Ŝk, приведены в табл. 2.

Таблица 2

Кубическая МБЭ-экстраполяция

В задачах экстраполяции требуется найти зна-

чение ŷN+1 в точке xN+1 3 [a, b] по N точ-

кам некоторой функции y(x), заданным на от-

резке [a, b] (причем само уравнение y(x) неиз-

вестно, известны только точки).В случае МБЭ-

экстраполяции известны также точки y
′

N .
Степень n многочлена (6) зависит от взаим-

ного расположения точек rα, rβ и r0 на плос-
кости. Если rν , ν = α, β, 0 лежат на квадратич-
ной параболе, то n = 5, если на наклонной пря-
мой, то n = 4, а для кубического многочлена
эти точки лежат на горизонтальной прямой. Ко-
эффициенты r в модели (6) зависят от α, β и

f
(m)
ν = f (m)(xν),m = 0, 1. Компоненты вектора

r вычисляются по следующим формулам [2]:

rα = −
1

αγ

f

′

α +
γ − α

α

2
γ

2
fα +

1

γ

2
β

fβ −
1

βα

2
f0,

rβ =
1

βγ

f

′

β
+

1

αγ

2
fα −

β + γ

γ

2
β

2
fβ −

1

β

2
α

f0,

r0 =
1

αβ

f

′

β
+ −

1

α

2
γ

fα +
1

γβ

2
fβ +

α + β

β

2
α

2
f0 . (7)

где γ = β − α.

Для кубического МБЭ-многочлена значения rν

равны между собой rα = rβ = r0 = θ, где θ =

const 6= 0, т.е. r = [θ, θ, θ]T .
Используя кубическую МБЭ-аппроксимацию

f(x) ≈ w
T
f + θQ на сетке xα < x0 < xβ с уче-

том (7), получим оценки f̂β и f̂
′

β через α, β, f
(m)
α
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и f
(m)

β , m = 0, 1 из уравнений rα = rβ и rα = r0:

f̂β =
[(α + 2β)γ2

f0 + (α − 2γ)β2
fα + αβγ(βf

′

α + γf

′

0
)]

α

3
,

f̂

′

β
=

(2α + β)γ2
f0 − (α + γ)β2

fα + (β + 2γ)α2
f̂β

α

2
βγ

+
γf

′

0

α

. (8)

Первая формула в (8) дает прогноз f̂β в точ-

ке xβ = x0 + β при известных α, β, f(x0 + α),

f(x0), f
′

(x0 + α) и f
′

(x0), а вторая дает оценку

производной f̂
′

(x0 + β). Таким образом, экстра-

поляция f(x) на отрезке [x0, x0 + β] определяет-

ся четырьмя коэффициентами fα, f̂β , f0 и θ̂ = r̂α

(или θ̂ = r̂β из (7)).

При α = −h и β = kh, k = 1, 2, ... из (8) легко
получить формулы прогноза в точке, лежащей на
расстоянии k шагов справа от x0:

f̂kh = [k(k + 1)(kf

′

−h
+ (k + 1)f

′

0)]h

−(k + 1)2(2k − 1)f0 + k

2(2k + 3)f
−h,

f̂

′

kh
=

[(3k + 2)f̂kh + (k − 2)(k + 1)2f0 − k

3
f
−h]

k(k + 1)h

−(k + 1)f
′

0.

При k = 1 эти формулы упрощаются:

f̂h = 2h(f
′

−h + 2f
′

0) − 4f0 + 5f
−h,

f̂
′

h = (5f̂h − 4f0 − f
−h)/(2h) − 2f

′

0.

На рис. 8 показан график кубической экстра-

поляции для функции f(x) = sinx + cos7x, x ∈

[0.85, 1.05]. Значения f̂kh(h) и f̂
′

kh(h) получены

при h = kh0, h0 = 0.001, k = 1, 200.

Рис. 8. Кубическая МБЭ-экстраполяция (а).

Графики ошибок εkh (б) и ε
′

kh (в)

Графики εkh(x) = |fkh − f̂kh| и ε
′

kh(x) = |f
′

kh −

f̂
′

kh| показаны в двойном логарифмическом мас-

штабе на рис. 8(б,в), где точками также показа-

ны графики hi, i = 1, 2, 3 (для сравнения). Лег-

ко видеть, что εkh ∼ O(h3), x ∈ [x0, x0 + 10h0] и

εkh ∼ O(h2), x ∈ [x0 + 10h, x0 + 100h0], т.е. точ-

ность экстраполяции ухудшается с ростом рас-

стояния до точки прогноза и, наоборот, повышет-

ся с его уменьшением.

Заключение. В рамках метода базисных

элементов предложена методика и алгорит-

мы сегментации и сглаживания кривых МБЭ-

многочленами пятой степени. Модель локального

сегмента использует значения f и f
′

в трех узлах

локальной сетки. Получены формулы для коэф-

фициентов в разложении функции по степеням

x − x0 на отрезке [x0 + α, x0 + β], α < β, αβ < 0,

зависящие от параметров α, β и значений функ-

ции и ее первой производной в узлах локальной

сетки и обеспечивающих нулевую погрешность на

границах интервала. Полученные формулы пред-

ставляют самостоятельный интерес. Их можно

использовать как для решения практических за-

дач, так и в теоретических исследованиях.

Алгоритм автоматического обнаружения уз-

лов локальных сеток обеспечивает непрерыв-

ность стыковки сегментов и гладкость производ-

ных вплоть до третьего порядка (в зависимости

от шага сетки). Численные расчеты на достаточ-

но трудных тестах показали высокую эффектив-

ность МБЭ-модели в плане устойчивости вычис-

лений, точности и гладкости аппроксимации.

Все формулы для расчетов просты. Число

арифметических операций в них можно сокра-

тить табулированием выражений, зависящих от

параметров сетки. Устойчивость к ошибкам пре-

образования входных данных уменьшает размер-

ность нормальной матрицы на три, что позво-

ляет в несколько раз сократить вычислитель-

ную сложность только на операциях с нормаль-

ной матрицей. Большое число арифметических

операций экономится за счет понижения макси-

мального порядка производных аппроксимируе-

мой функции, используемых при вычислении ко-

эффициентов.

Предложенные алгоритмы актуальны при

практическом решеним задач в области обработ-

ки экспериментальных данных, цифровой обра-

ботки сигналов, в промышленном дизайне, в ал-

горитмах оптимизации, при решении задач мето-

дами граничных элементов и т.п.

В плане дальнейших исследований предпола-

гается в рамках МБЭ получить формулы для

di(h;∇φ(I, J),∇2
φ(K, L, M)), i = 0, n, n > 5 с целью

повышения эффективности алгоритмов и мето-

дов экстраполяции, аппроксимации и сглажива-

ния высоких порядков.
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