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Введение

В работе рассматриваются вопросы примене-

ния метода объемных интегральных уравнений

для расчета магнитных систем. В пакете про-

грамм GFUN /1/, использующем интегральную

постановку задачи магнитостатики, для дискре-

тизации уравнений используются метод коллока-

ций и кусочно-постоянная аппроксимация неиз-

вестных в пределах элемента разбиения обла-

сти. Ограниченность применимости этого подхо-

да связана с сингулярностью ядра интегральных

уравнений. В данной работе для дискретизации

рассматривается альтернативный методу колло-

каций подход, в котором точка наблюдения за-

меняется интегрированием по элементу разби-

ения /2/. Это позволяет использовать прибли-

жения для неизвестных более высокого поряд-

ка. Основные идеи метода в работе иллюстриру-

ются на примере кусочно-линейной аппроксима-

ции неизвестных. Данный подход позволяет по-

строить дискретизации исходных объемных ин-

тегральных уравнений с использованием не толь-

ко линейных элементов, но и с элементами бо-

лее высокого порядка точности. В работе обсуж-

даются вопросы вычисления матричных элемен-

тов, методы решения возникающих нелинейных

систем уравнений, а также приводится сравнение

результатов моделирования дипольного магнита

с использованием различных вариантов дискре-

тизации интегральной постановки задачи магни-

тостатики.

1. Интегральные постановки задачи маг-
нитостатики

Пусть H̄(ā), B̄(ā), M̄(ā) есть напряженность,

индукция и намагниченность магнитного поля в

точке ā.

Имеет место следующее интегральное уравне-

ние:

H̄(ā) = H̄s
(ā) + ∇āφ(ā) , (1)

φ(ā) =
1

4π

∫

G

(

M̄(x̄),∇a
1

|x̄− ā|

)

dvx̄ , (2)

где H̄S(ā) – поле от токовых обмоток, G – об-

ласть, заполненная ферромагнетиком.

Величины H̄, B̄, M̄ связаны следующими нели-

нейными соотношениями:

H̄(ā) =
B̄(ā)

µ
(

|B̄(ā)|
)

µ0

, (3)

M̄(ā) =
B̄(ā)

µ0

−H(ā) , (4)

где µ0 – абсолютная магнитная проницаемость

вакуума, µ(x) – магнитная проницаемость.

2. Кусочно-линейная аппроксимация на-
магниченности

Для дискретизации системы уравнений (1),(2)

в работе /1/ используется метод коллокаций и

кусочно-постоянная аппроксимация намагничен-

ности в пределах элемента разбиения. В данном

параграфе мы рассмотрим альтернативный ме-

тоду коллокаций подход, в котором точка наблю-

дения заменяется интегрированием по элементу

разбиения. Усреднение по элементу позволяет ре-

шить проблему расходимости интегралов, кото-

рая возникает при вычислении матричных коэф-

фициентов при аппроксимации намагниченности

конечными элементами, отличными от постоян-

ных.

Рассмотрим дискретизацию интегральных

уравнений магнитостатики, использующую

метод конечных элементов с линейной аппрокси-

мацией намагниченности в пределах объемного

элемента.

Для этого будем предполагать, что область

можно приблизить объединением тетраэдров:

G =

N
⋃

i=1

Si .

Также будем предполагать, что объединение тет-

раэдров {Si} удовлетворяет требованиям мето-

да конечных элементов. Пусть P̄k, k = 1, ..., L –

набор всех вершин тетраэдров {Si} . Обозначим

H̄(P̄k) = H̄k , M̄(P̄k) = M̄k , B̄(P̄k) = B̄k . Пусть

fk(x̄) – линейная функция формы, ассоциирован-

ная с вершиной P̄k .

Используя эти обозначения, имеем для i = 1, L:

L
∑

j=1

∫

G

fi(ā)fj(ā)H̄jdvā =

∫

G

fi(ā)H̄
s
(ā)dvā+

+

L
∑

j=1

∫

G

fi(ā)∇aψj(ā)dvā , (5)
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где ψj(ā) =
1

4π

∫

G

(

fj(x̄)M̄j ,∇a
1

|x̄−ā|

)

dvx̄ .

Пусть матрицы [C] и [A] есть матрицы размер-

ности [3L× 3L] вида:

[C] =







[C11] · · · [C1L]

...
. . .

...

[CL1] · · · [CLL]






,

[A] =







[A11] · · · [A1L]

...
. . .

...

[AL1] · · · [ALL]






,

где [Cij ] – диагональная матрица вида:

[Cij ] =

∫

G

fi(ā)fj(ā)dvā





1 0 0

0 1 0

0 0 1



 .

[Aij ] есть матрица размерности [3 × 3], такая,

что для любого постоянного вектора M̄ справед-

ливо соотношение:

[Aij ]M̄ =

∫

G

fi(ā)∇aψ̂j(ā)dvā , (6)

где

ψ̂j(ā) =
1

4π

∫

G

fj(x̄)

(

M̄,∇a
1

|x̄− ā|

)

dvx̄ .

Пусть

B̂ =
(

B̄1, B̄2, . . . , B̄L

)T
,

M̂(B̂) = µ0

(

M̄(B̄1), M̄(B̄2), . . . , M̄(B̄L)
)T
,

Ĥs
= µ0





∫

G

f1(ā)H̄
s
(ā)dvā, ...,

∫

G

fL(ā)H̄s
(ā)dvā





T

.

Учитывая (3) и (4), систему (5) можно записать

в виде:

[C]B̂ = Ĥs
+ ([A] + [C]) M̂(B̂) . (7)

3. Итерационные методы решения нели-
нейных задач

Основная трудность реализации кусочно-

линейной дискретизации (5) связана с вычисле-

нием большого числа шестикратных, в общем

случае, сингулярных интегралов. Для упро-

щения объемные интегралы из (6) сводились

к поверхностным интегралам. В регулярном

случае для их вычисления использовались

кубатурные формулы. В сингулярном случае

с помощью метода однородных функций из

/2/ эти интегралы сводились к суперпозиции

регулярных интегралов меньшей кратности,

для вычисления которых также использовались

кубатурные формулы. Для решения дискрети-

зованных систем уравнений (5) использовался

следующий итерационный процесс /3/:

[C]B̂k+1 = Ĥs
+ ([A] + [C]) M̂(B̂k) , (8)

где k = 0, 1, . . . , а начальное приближение B̂0 = 0̄.

Итерационный процесс заканчивался, когда

невязка уравнений (5) становилась меньше напе-

ред заданного числа ε. Для решения линейной

системы уравнений вида [C]x̄ = ȳ использовался

метод неполного разложения Холецкого в соче-

тании с методом сопряженных градиентов /4/.

4. Результаты моделирования
Рассмотренные подходы дискретизации объ-

емных интегральных уравнений использовались

для моделирования дипольного магнита экспери-

мента CBM (GSI, Дармштадт). На Рис. 1 при-

ведено разбиение половины магнита на тетраэд-

ры. В расчетах учитывалась дипольная симмет-

рия поля, которая позволила сократить в 8 раз

число неизвестных. Восьмая часть магнита раз-

бивалась на 3959 тетраэдров, общее число вершин

которых равнялось 1112.

Рис. 1: Разбиение половины магнита на тетраэд-

ры.

На Рис. 2 приведено распределение компонен-

ты поля By вдоль оси магнита. Результаты расче-

тов, использующие метод коллокаций, обозначе-

ны кривой 2. Результаты, базирующиеся на дис-

кретизации (5), соответствуют кривой 1.
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Рис. 2: Распределение By компоненты поля вдоль оси магнита.
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