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Связанные состояния в эффективной КХД

Квантовая хромодинамика - неабелевая калибровочная теория по-
ля с цветной калибровочной группой SU(Nc), Nc - число цветов.
Переносчики цвета, глюоны, описываются калибровочным полем
Aa

µ, где a - индекс цвета: a = 1, 2, . . . ,N2
c − 1.

Кварки - фермионный сектор теории. Фермионы преобразуются по
фундаментальному представлению калибровочной группы SU(Nc).
Каждый кварк имеет цветной заряд.
Динамика и взаимодействия в общем виде описываются Лагранжи-
аном

LQCD = Lq + LG = q̄ (iγµDµ − m) q − 1
4
Fa
µνF

µν
a , (1)

Fa
µν = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ + gfabcAb

µAc
ν , (2)

Dµ = ∂µ − gtaAa
µ, ta =

λa

2
, [ta, tb] = ifabctc. (3)
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Связанные состояния в эффективной КХД

В основе подхода лежит кварковая теория с эффективным двухча-
стичным взаимодействием. Она определяется действием для квар-
ковых полей в виде

W =

∫
d4xq̄(x)G−1

0 (x)q(x)− 1
2
g2
∫ ∫

d4xd4yjaµ(x)D̂
ab
µν(x − y)jbν(y),

G0 функция Грина свободного кварка,

G−1
0 = i/∂ − m̂0, (4)

m̂0 = diag(m0
u,m0

d, . . . ,m
0
Nf
) - матрица токовых масс кварков с Nf

числом ароматов кварков. Цветной кварковый ток определяется

jaµ(x) = q̄(x)
(
λa

2

)
γµq(x) , (5)

где λa - матрицы Гелл - Манна группы SU(3)c.
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Связанные состояния в эффективной КХД
Ядро билокального взаимодействия

D̂ab
µν(x − y) ≡ δabgµνD(x − y), (6)

можно рассматривать как эффективный пропагатор глюона, кото-
рый описывает эффекты КХД феноменологическим образом.

x

y

Dab
µν(x− y)

γµ

(
λa

2

)

γν

(
λb

2

)

1
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Связанные состояния в эффективной КХД
Для описания связанных состояний мезонов перепишем член взаи-
модействия в виде

∫ ∫
d4x d4y qB(y)q̄A(x)K̂AB,CD(x − y)qD(x)q̄C(y), (7)

с ядром

K̂AB,CD(x − y) = γµ
ru(γµ)ts

8∑

a=1

λa
αδ

2
λa
γβ

2
δilδkj

g2

2
D(x − y). (8)

Здесь A = {r, α, i}, . . . ,D = {u, δ, l} - это краткие обозначения для
спинора Дирака, индексов цвета и аромата. Для изучения мезон-
ных (qq̄) связанных состояний, произведем преобразования Фирца
в цветном SU(3)c пространстве

8∑

a=1

λa
αδλ

a
γβ =

4
3
δαβδγδ +

2
3

3∑

ρ=1

ϵραγϵ
ρβδ, (9)

где ϵαβγ - это антисимметричный тензор Леви - Чевита.
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Связанные состояния в эффективной КХД

Будем рассматривать только синглетную по цвету часть. Соответ-
ствующая часть действия может быть представлена в виде

W[q̄, q] =

∫ ∫
d4x d4y

{(
q(y)q̄(x)

) (
−G−1

0 (x)
)
δ(x − y) (10)

+
1

2Nc

[(
q(y)q̄(x)

)
K(x − y)

(
q(x)q̄(y)

)]}
,

с ядром взаимодействия

K(x − y) = γµ ⊗ γµ g2D(x − y). (11)
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Связанные состояния в эффективной КХД

Представим общее ядро билокального взаимодействия в (11) как
ядро с мгновенным взаимодействием, т.е. потенциалом. Это можно
сделать релятивистски ковариантным способом, заменив (11) на

K(x − y) −→ Kη(x, y).Kη

(
x − y

x + y
2

)
= −/η ⊗ /ηV(z⊥) δ(z||). (12)

z||µ = ηµ(z·η), z⊥µ = zµ − z||µ. (13)

ηµ - вектор буста пропорциональный собственному вектору полного
импульса связанного состояния Pµ

ηµ =
Pµ√
P2

, η2 = 1, /η = ηµγµ. (14)
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Связанные состояния в эффективной КХД
Предположим теперь, что связанное состояние содержит тяжелый
кварк (c, b) и легкий антикварк (ū, d̄, s̄). В пределе эффективной
теории тяжелого кварка, масса тяжелого кварка mQ → ∞. В этом
случае

ηµ =
Pµ√
P2

→ vµ, (15)

где v - 4–скорость тяжелого кварка, v2 = 1. Таким образом, в этом
пределе ядро взаимодействия, (12), имеет вид

Kv(x − y) = −/v ⊗ /vV(z⊥)δ(v·z), (16)

где z⊥ = z− v(v·z). Тот факт, что ядро взаимодействия явно содер-
жит вектор 4 - скорости тяжелого кварка, приводит к естественной
связи этого потенциального подхода с тяжело - кварковой эффек-
тивной теорией.
Потенциал, зависящий от z⊥, V(z⊥), является феноменологическим
вкладом в эту модель. Его форма может быть выбрана в зависимо-
сти от типа связанного состояния: легкое - легкое, тяжелое - тяже-
лое.
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Связанные состояния в эффективной КХД

Обычно в литературе используется потенциал

V(x − y) = −4
3
αs

r
+ σ2r, (17)

с r = |x − y|.
Первый член уравнения (17) - это кулоновский потенциал, описы-
вающий одноглюонный обмен. Для феноменологического анализа
обычно кладут αs постоянной величине. Можно также использо-
вать асимптотически свободный потенциал с αs = αs(|q|2)
Линейный потенциал в (17) определяет кварковый конфайнмент
феноменологическим способом.
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Кварковый спектр внутри мезона

Спектр кварков в импульсном пространстве описывает уравнением
(уравнение Швингера-Дайсона).

Σ(p⊥) = m̂0 − i
∫

d4q
(2π)4

V(p⊥ − q⊥)/ηGΣ(q)/η. (18)

Здесь 4 - мерное преобразование Фурье ядра взаимодействия (12)
зависит только от поперечной части относительных импульсов

V(p⊥ − q⊥) =

∫
d4x e−i(p−q)xV(x⊥)δ(x·η). (19)

Рассмотрим уравнение (18) в системе покоя, где ηµ = (1, 0⃗), /η = γ0.
Уравнение (19) совпадает с обычным 3-мерным преобразованием
Фурье.
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Кварковый спектр внутри мезона

Собственная энергия кварка в системе покоя имеет скалярную и
векторную части,

Σ(p) = A(|p|)|p|+ B(|p|)p · γ⃗. (20)

Удобно сделать разложение в виде

Σ(p) + p · γ⃗ = E(|p|)S2(p), (21)

где S2(p) - квадрат матрицы Фолди-Ваутхойзена,

S±2(p) = sinϕ(|p|)± p · γ⃗ cosϕ(|p|), (22)
E(|p|) sinϕ(|p|) = A(|p|) |p|, (23)
E(|p|) cosϕ(|p|) = (1 + B(|p|))|p|. (24)

Здесь 0 ≤ ϕ(|p|) ≤ π
2 - киральный угол.
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Кварковый спектр внутри мезона

При такой параметризации кварковый пропагатор GΣ(q) записы-
вается как

GΣ(q) =
1

/q − Σ(q)
=

(
Λ+(q)

q0 − E(q) + iϵ
+

Λ−(q)
q0 + E(q)− iϵ

)
γ0

= γ0

(
Λ0
+(q)

q0 − E(q) + iϵ
+

Λ0
−(q)

q0 + E(q)− iϵ

)
.(25)

а матрицы Λ±(q), Λ0
±(q) имеют вид

Λ±(q) = S−1(q)Λ0
±S(q), Λ̄0

±(q) = S(q)Λ0
±S−1(q), (26)

где

Λ0
± =

1
2
(1 ± γ0) (27)

обычный проектор на положительные и отрицательные компонен-
ты энергии.
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Кварковый спектр внутри мезона

Первая степень матриц Фолди - Ваутхойзена, S±1(q), может быть
представлена как

S±1(q) = cos ν(|q|)± q̂ · γ⃗ sin ν(|q|), (28)

ν(|q|) =
1
2
(
1
2
π − ϕ(|q|)). (29)

Подставляя кварковый пропагатор в форме (25) в уравнение Швингера-
Дайсона (18), и беря следы, получаем систему уравнений для E(|p|)
и ϕ(|p|),

E(|p|) sinϕ(|p|) = m0 − 1
2
∫ d3q

(2π)3 V(p − q) sinϕ(|q|),

E(|p|) cosϕ(|p|) = |p| − 1
2

∫
d3q
(2π)3

V(p − q)p̂·q̂ cosϕ(|q|).
(30)

Эти уравнения определяют одночастичный спектр кварков, обра-
зующих связанное состояние.
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Уравнения для волновых функций связанных
состояний

Уравнение Бете-Салпетера для связанного состояния в произволь-
ной системе записывается так

Γ(p⊥|P) = i
∫

d4q
(2π)4

V(p⊥ − q⊥) /ηGi(q + 1
2P)Γ(q⊥|P)Gj(q − 1

2P)/η. (31)

Здесь Gn ≡ GΣn - кварковый пропагатор аромата n, определенный в
уравнении (25), а P обозначает полный импульс связанного состоя-
ния. Для мгновенного взаимодействия удобно описывать связанное
состояние в терминах волновой функции Салпетера,

Ψ(q⊥|P) = i
∫

dq||

2π
Gi(q + 1

2P)Γ(q|P)Gj(q − 1
2P). (32)

где q|| = q ·η. В дальнейшем мы ограничимся системой покоя, где
P = (M, 0⃗), причем M - масса связанного состояния, а q|| = q0.
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Уравнения для волновых функций связанных
состояний

Выполняя в уравнении (31) интегрирование по q0, получим для
Ψ(p) уравнение

Ψ(p) =
Π+−(p)
Ep − M

+
Π−+(p)
Ep + M

. (33)

Здесь Ep = Ei(|p|)+Ej(|p|) - это сумма одночастичных энергий двух
кварковых ароматов, и

Π±∓(p) = Λi±(p)γ0Γ(p)γ0Λj∓(p), (34)

Γ(p) =

∫
d3q
(2π)3

V(p − q)γ0Ψ(q)γ0, (35)

с проекторами Λn±(p),Λn∓(p) для аромата n, определенными в (26).
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Уравнения для волновых функций связанных
состояний

В результате получаем

ML

(
2
1

)
(p) − EpL

(
1
2

)
(p) =

∫
d3q
(2π)3

V(p − q) (36)

×
{
[c∓p c∓q + s∓p s∓q p̂·q̂]L

(
1
2

)
(q) + s∓p s±q p̂·(q̂ × N

(
2
1

)
(q))

}

MN

(
2
1

)
(p) − EpN

(
1
2

)
(p) =

∫
d3q
(2π)3

V(p − q) (37)

×
{
[c∓p c∓q PT

p PT
q + c∓p c±q PT

p PL
q + c±p c∓q PL

pPT
q + c±p c±q PL

pPL
q

−s∓p s∓q p̂ × (q̂ × . ) + s±p s±q p̂ (q̂· . )]N
(
1
2

)
(q)

−s±p s∓q p̂ × q̂ L

(
2
1

)
(q)
}
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Уравнения для волновых функций связанных
состояний

V(r) V(p − q) vL(p, q)

1/r
4π

|p − q|2
1
π

QL(x)

r − 8π
|p − q|4 + Cδ(3)(p − q)

1
π

1
pq

dQL

dx
(x)

r2 (2π)3∇2
qδ

(3)(p − q)
(

d2

dq2 +
L(L + 1)

q2

)
δ(p − q)

Таблица 1: Преобразования Фурье для некоторых потенциалов.
Линейный потенциал включает в себя контактный член
C = 8π

∫ d3q
(2π)3

|q|−4, который устраняет инфракрасную расходимостью.
Функции QL(x) - функция Лежандра второго рода, с x = (p2 + q2)/2pq.
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Вычислительные аспекты: 

Один из вариантов постановки задачи для системы  с  
потенциалом  относительно энергии Е и волновой 
функции кварка с массой m0:

Такого рода систему нелинейных 
интегральных уравнений удобно 
решать методом последовательных
приближений.
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Вычислительные аспекты: 

Один из вариантов постановки задачи на собственные 
значения для системы  с  потенциалом  
относительно массы М и волновых функций L1,2 мезона:

Ø стандартные методы решения задач на 
     собственные значения, 
Ø ньютоновские итерационные схемы, 
Ø метод последовательных приближений.
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Фронт работ

l Реализация итерационного метода решения системы ШД – 
разные потенциалы, обобщение на случай конечных 
температур.

l Реализация численного решения системы БС – разные 
потенциалы, обобщение на случай конечных температур.

l Параллельная реализация решения задач ШД и БС для 
повышения производительности вычислений.

l Проведение численного моделирования для верификации 
модели и получения новых результатов.

PS1: интегральные уравнения бывают не только в физике частиц!!
PS2: решать приходится не только интегральные уравнения!!
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