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Ключевая 
особенность

управление макроскопическими свойствами 
за счёт контроля геометрических и 
композиционных параметров на 

микроуровне
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квазипериодические 
сверхрешётки

Сверхрешётка Фибоначчи, где 
последовательное увеличение слоёв 
происходит по закону Фибоначчи: 
каждый последующий член ряда 
образуется как последовательное 
соединение двух предыдущих
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Ying Wang et al.
PRB 109, 214507 (2024)

𝐻eff =෍

𝑖𝑗

𝐻𝑖𝑗𝑐𝑖𝜎
† 𝑐𝑗𝜎 +෍

𝑖

∆(𝑖)𝑐𝑖↑
† 𝑐𝑗↓

† + ∆∗(𝑖)𝑐𝑖↓𝑐𝑗↑

𝐻𝑖𝑗 = −𝑡 𝑖𝑗 − 𝜇𝛿𝑖𝑗

𝑡 𝑖𝑗 = 𝑡𝐴 ∨ 𝑡𝐵 − амплитуда перескока между 

соседними узлами
∆ 𝑖 − сверхпроводящий парный потенциал 
(параметр порядка)
𝜇 − химический потенциал



𝐹12 = 233, 𝑛𝑓𝑙 = 1
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Целью этой части проекта является проведение комплексного численного
исследования ряда перспективных топологических систем, демонстрирующих
сверхпроводящие корреляции. В фокусе анализа находятся как периодические
структуры (нетривиальные ионные решётки Су-Шриффера-Хегера, кагоме,
Либа), так и квазипериодические системы (квазикристаллы Фибоначчи и
Пенроуза)
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Возможные темы дипломных работ
1. Компьютерное исследование краевой сверхпроводимости в 

квазикристаллах Фибоначчи в рамках уравнений Боголюбова –
де Жена.

2. Компьютерное исследование краевого усиления 
сверхпроводимости в топологических системах с решётками 
кагоме и Либа.

3. Компьютерное исследование решений уравнений Боголюбова-
де Жена в сверхпроводящих двумерных квазикристаллах на 
основе решётки Пенроуза.
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Исследование БКТ-переходов в квазидвумерных 
метаматериалах

Интертипные сверхпроводники

Параметр Гинзбурга Ландау 𝜅 =
𝜉

𝜆
,

𝜅0 =
1

2
− точка Богомольного, 

𝜉 − длина когерентности,
𝜆 − глубина проникновения магнитного 
поля 
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Взаимодействие вихрей
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THE ELECTRIC HONEYCOMB;
AN INVESTIGATION OF THE ROSE WINDOW INSTABILITY

Muhammad Shaheer Niazi 

Published 4 October 2017.DOI: 10.1098/rsos.170503 

Royal Society open science
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Electric Honeycombs Form When Nature 

Gets Out of Balance

This polygonal pattern that emerges is what
some physicicsts also call the rose-window 
instability, because it resembles the 
circular, stained-glass designs found in Gothic
Churches. It’s what happens as natural
forces work to keep an electric charge
moving in an interupted circuit.

This visualization reveals 
fundamental principles about 
how electricity moves through 
fluids that engineers can use to 
develope technology for
printing, heating or biomedicine.
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Electrostatically interacting charged balls of a millimeter size moving on a plane conductor
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Phase transition?

Hexagon-like 
configuration of ions

Ring-like configuration 
of charged millimeter-
sized balls

M. S. Niazi, R. Soc. Open Sci. 4, 
170503 (2017).

M. Saint Jean, C. Even, and C. Guthmann, 
Europhys. Lett. 55, 45 (2001).

a flat disc 
capacitor

a needle 
electrode
above the 
oil film



As demonstrated by the data of physical experiments, most fundamental characteristics in real 
systems, like those shown in the slide, can be described with sufficient accuracy by a model of 
equally charged particles confined by the hard wall potential
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Stable configuration of charged 
particles on a disk obtained as a result 
of molecular dynamics simulation

Scanning tunneling 
microscope image 
of Abrikosov
vortices

Vortex lattice in a 
rotating Bose-
Einstein condensate

cluster of electron 
density vortices of a 
24-electron quantum 
dot

𝑵 ≫ 𝟏



• Дж. Дж. Томсон открыл, что 
для числа частиц 𝑛 ≤ 10
устойчивые конфигурации 
электронов, погруженных в 
поле кругового 
параболического 
потенциала, представляют 
собой систему 
концентрических колец 
(оболочек). 
J.J. Thomson, Philos. Mag. 7, 
237 (1904).
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Теория Березинского-
Костерлица-Таулесса 
(БКТ)

Базовая модель БКТ- теории — XY-модель
— используется в теории динамических
систем, при изучении нейронных сетей и 
даже в космологии для моделирования
образования топологических дефектов в 
ранней Вселенной.
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Given a system of 𝑁 identically charged particles with Coulomb interaction in a two-
dimensional confining disk potential of radius 𝑅. The Hamiltonian of such a system 
is written as follows.

𝐻 =෍

𝑖=1

𝑁

𝑉 𝑟𝑖 + α ෍
𝑖,𝑗=1
𝑖<𝑗

𝑁
1

𝑟𝑖 − 𝑟𝑗
+෍

𝑖=1

𝑁
𝑚 ሶ𝑟𝑖

2

2
,

where 𝑟𝑖 = 𝑟𝑖 is the distance to the center of the region confined by the potential, 
𝑒2/4π𝜀0ε𝑟 is a quantity characterizing the force of interaction of charges in the 
medium, 𝑚𝑖 is the mass of the 𝑖-th particle. The confining potential 𝑉(𝑟) is defined 
as follows.

𝑉 𝑟 = ቊ
0, 𝑟 < 𝑅
∞, 𝑟 ≥ 𝑅.

The goal of the calculations is to obtain a stable configuration in which the 
minimum potential energy min 𝐻𝑉 of the system is realized.

𝐻𝑉 =෍

𝑖=1

𝑁

𝑉 𝑟𝑖 + α ෍
𝑖,𝑗=1
𝑖<𝑗

𝑁
1

𝑟𝑖 − 𝑟𝑗

Initial configuration

Stable configuration
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Thomson model:      𝐸𝑛 𝑟 =
𝛼

2𝑟
σ𝑖=1
𝑛−1σ𝑗=𝑖+1

𝑛 1

sin
𝜋

𝑛
𝑖−𝑗

=
𝛼𝑛𝑆𝑛

4𝑟
, 𝑆𝑛 = σ𝑘=1

𝑛−1 1

sin
𝜋

𝑛
𝑘
.

𝐸𝑛 𝑟 - Coulomb energy of 𝑛 identically charged particles with charge 𝑒, uniformly distributed around a circle of radius 𝑟. 
𝛼 = Τ𝑒2 4𝜋𝜀0𝜀𝑟 – a quantity that characterizes the force of interaction between charges in a medium.

ℱ𝑖 = 0, 𝑖 = 2, . . . , 𝑝.

ℱ𝑖 = 𝑟𝑖
2 ෍

𝑗=𝑖+1

𝑝
𝑛𝑗Ε 𝑟𝑗/𝑟𝑖

2

𝑟𝑗
2 −𝑟𝑖

2 −
𝜋

8
෍

𝑘=1

𝑛𝑖−1
1

sin
𝜋
𝑛𝑖
𝑘
+ 𝑟𝑖෍

𝑗=1

𝑖−1

𝑛𝑗
𝑟𝑗Ε 𝑟𝑖/𝑟𝑗

2

𝑟𝑗
2 −𝑟𝑖

2 −
Κ 𝑟𝑖/𝑟𝑗

2

𝑟𝑗

𝑟𝑖 − the value of the 𝑖-th optimal radius for a given stable configuration of charged particles.
𝑛𝑖 − number of particles on the 𝑖-th shell.

*Nazmitdinov R. G., Puente A., Cerkaski M. and Pons M.// Phys. Rev. E 95, 2017, 042603.
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qMD𝑛𝑖 = 𝐹𝑝−𝑖+1(p), 

𝑖 = 1, 𝑝 − 2

Initial
configuration

𝐸𝑛
𝐺𝑆𝐸𝑛

𝑝 − number of rings
𝑛𝑖 − number of particles for 
the 𝑖-th ring

5-10 runs;
run ~103

iterations;
𝑁𝑖𝑡~10

3

≪ 107÷8

Stable configuration 
model

Ground state
configuration

qMD – quenched Molecular Dynamics
𝑚Ԧ𝑟𝑖

′′ = −∇𝑖𝑉 Ԧ𝑟𝑖 − 𝑏𝑓 Ԧ𝑟𝑖
′,

∀𝑖 ∈ 1,2,3, … , 𝑁

For 𝑛 = 1000 and 𝑛1 = 276 only 500 runs for 

𝐸1000
𝐺𝑆 = 𝟕𝟑𝟔𝟗𝟕9.7283. The best published value 

known is 736977.7079.
This approach allows you to get 5 correct 
significant digits in 500 runs instead of

𝟐𝟓𝟐𝟑𝟕 runs !!!
736979.7283
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Theory of Berezinsky-Kosterlitz-Thouless-Halperin-Nelson-Young (BKTHNY). (Nobel Prize)

Hexagonal Lattice 
(2D-crystalline phase) 
+ dislocations

Hexatic phase (defects: dislocations + 
disclinations)Melting (𝑇 ↑, fluctuations ↑)

Infinite 2D particle system

Hexagonal Lattice 
(2D-crystalline phase) 
+ ring-like phase

Hexagonal Lattice → Deformed Hexagonal Lattice
→ Hexatic phase (defects: dislocations + 
disclinations) + ring-like phase

𝑇 = 0,𝑁 ↑, fluctuations ≠ 0)

Bounded finite 2D particle 
system

quasi-long-range 
translational symmetry 

quasi-long-range 
rotational symmetry 
(dihedral symmetry 
group of the 6th order). 
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The coordination number 𝐶𝑑 is 
the number of sides of the 
convex polygon described 
around the particle. 𝐶𝑑 = 5 −
pentagon, 𝐶𝑑 = 6 − hexagon, 
𝐶𝑑 = 7 − heptagon, etc.

Voronoi decomposition Coordination number

𝒔 = 𝟔 − 𝑪𝒅

Topological charge

Сlosest neighbors

Displacement vector

𝒖 𝑥, 𝑦 = 𝑢𝑥 𝑥, 𝑦 , 𝑢𝑦 𝑥, 𝑦

Rotation angle 

ϑ 𝑥, 𝑦 =
1

2
𝜕𝑥𝑢𝑦 − 𝜕𝑦𝑢𝑥

ර𝑑ϑ 𝐫 = −
2π

6
𝒔

𝒔 = ±1,±2, …

Topological chargeRotation symmetry



In accordance with the Berezinsky–Kosterlitz–Thouless–Halperin–Nelson–Young (BKTHNY) theory, for two-
dimensional crystal lattices there are two types of topological defects: disclinations and dislocations, which 
characterize the violation of translational and rotational symmetries.
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Disclinations

𝑠 = +1 𝑠 = −1

Dislocation

𝑠 = 0
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[*] Halperin B. I., Nelson D. R.

// Phys. Rev. Lett., 1978, V. 41, P. 121. 

𝜓6 𝑟𝑘 =
1

𝑁𝑏
෍

𝑙=1

𝑁𝑏

𝑒−𝑖6Θ𝑘𝑙

Ψ6 𝑟𝑘 = 1 − 𝜓6 𝑟𝑘 − 𝜀6

𝜀6 − the accuracy of calculating 
the function 𝜓6 𝑟𝑘 ,
𝜓6 𝑟𝑘 = 0 for hexagonal lattice
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𝑵− the number of particles.
𝒑 − the number of completed shells (rings).
𝑵𝒉𝒆𝒙 − the number of perfect hexagonal cells.

(a) Nazmitdinov R. G., Puente A., Cerkaski M. and 

Pons M.// Phys. Rev. E 95, 2017, 042603.

𝑁𝑝 − a number of particles in the completed 
𝑝th shell. 𝑁𝑝 = 6𝑝.

Bravais lattice vectors 
Ԧ𝑎1 = 𝑎(1,0), 
Ԧ𝑎2 = 𝑎(1/2, 3/2),  
𝑎 − the lattice constant.
CHC points
Ԧ𝑥𝑘,𝑙 = 𝑘 Ԧ𝑎1 + 𝑙 Ԧ𝑎2.

𝑅𝑘𝑙 = 𝑎 𝑘2 + 𝑙2 + 𝑘𝑙 -
a radius of 𝑝th ring 
(shell), 𝑝 = 𝑘 + 𝑙 and 
0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 , containing 
either six (if 𝑙 = 0, 𝑘) or 
12 (otherwise) particles.

Up to 𝑝 = 7 all these radii are well ordered within and 
between filled shells, and the model mentioned above 
groups them in a single circular shell 𝑁𝑝 = 6𝑝. Beyond 
the seventh shell, however, rings start to overlap (e.g., 
𝑅7,0 > 𝑅4,4), ultimately distorting this sequence as they 
depart from the center.
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When describing phase transitions in two-dimensional systems, one of the most important 

characteristics is the behavior of the translational correlation function which represents the 

probability of finding two particles separated by a distance 𝑟, and it measures the 

translational order in the structure and defined as follows.

𝐺𝑇 𝑟 =
1

2𝜋𝑟𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

෍

𝑗≠𝑖=1

𝑁

𝛿 𝑟 − Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟𝑗
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𝑮𝑻(𝒓) ∝ 𝒓−𝟎.𝟖

𝑮𝑻(𝒓) ∝ 𝒓−𝟎.𝟏(𝒓 → ∞)

𝑮𝑻(𝒓) ∝ 𝒆−𝟎.𝟗𝒓

𝑮𝑻(𝒓) ∝ 𝒓−𝟎.𝟏(𝒓 → ∞)

𝑮𝑻(𝒓) ∝ 𝒆−𝟎.𝟗𝒓

𝑮𝑻(𝒓) ∝ 𝒓−𝟎.𝟏(𝒓 → ∞)
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When describing phase transitions in two-dimensional systems, another most important 

characteristic is the behavior of the orientation correlation function which represents the 

probability of finding two particles separated by a distance 𝑟, and it measures the orientation 

order in the structure and defined as follows.

𝐺6
𝛿 𝑟 = ෍

𝑖≠𝑗

𝜓6 𝑟𝑖 𝜓6
∗ 𝑟𝑗 𝛿 𝑟 − Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟𝑗
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𝐺6
𝛿 𝑟 ∝ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐺6
𝛿 𝑟 ∝ 𝑟−2.5

𝐺6
𝛿 𝑟 ∝ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐺6
𝛿 𝑟 ∝ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐺6
𝛿 𝑟 ∝ 𝑟−2

𝐺6
𝛿 𝑟 ∝ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐺6
𝛿 𝑟 ∝ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐺6
𝛿 𝑟 ∝ 𝑟−1.5

𝐺6
𝛿 𝑟 ∝ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
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• With a small number of particles in the system, there are practically 
two phases: a hexagonal lattice and a ring-like phase when 
approaching the disk boundary.

• As the number of particles increases, deformation of the central 
hexagonal region occurs with further destruction due to the 
formation of dislocation-type defects first, and then individual 
disclinations. Individual disclinations appear because of the 
destruction of dislocations.

• The bond orientational order can be used as a precursor to the 
phase transition from the hexagonal to the hexatic phase and also  
for qualitative analysis and visual demonstration of defect 
formation.

• For a more detailed analysis and finding for a precursor of a phase 
transition, translation and orientation functions can be used.



32 33

Данная часть проекта имеет своим фокусом 
численное исследование фазовых БКТ-
переходов в рамках двумерных моделей 
заряженных частиц.

Эффективность таких моделей основана на 
фундаментальной аналогии в физике 
конденсированного состояния: двумерные 
заряды ведут себя похожим образом, 
взаимодействуя между собой как двумерные 
квантовые вихри.



Возможные темы дипломных работ
1. Поиск сигналов топологических БКТ-переходов в рамках модели 

системы заряженных частиц в двумерных ограниченных областях на 
плоскости.

2. Разработка эффективных методов вычисления энергии основного 
состояния для систем заряженных частиц в двумерных ограниченных 
областях на плоскости.

3. Исследование зависимости БКТ-перехода от типа взаимодействия 
между частицами или вихрями.

4. Поиск вихревых состояний, возникающих при БКТ-переходах.

5. Исследование зависимости БКТ-перехода от типа запирающего 
потенциала на границе области.

6. Поиск сигналов топологических БКТ-переходов в рамках модели 
системы заряженных частиц в двумерных ограниченных областях на 
поверхности с ненулевой кривизной.
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Данный подход позволяет за 
разумное время производить 
расчеты для моделирования 
эволюции описанной системы, 
состоящей из нескольких тысяч 
заряженных частиц. Например, 
для достижения основного 
состояния системы с минимумом 
энергии для 8000 частиц 
методом молекулярной 
динамики с использованием 
технологии CUDA потребовалась 
841 секунда на компьютерной 
системе, состоящей  из 
процессора Intel(R) Xeon(R) Gold 
6148 CPU @ 2.40GHz и 
графических процессоров Tesla 
v100-sxm2-32gb.

32 35


